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Р а с с м о т р и м матричное дифференциальное уравнение 

d2X/dt2 \A(i)X+ \XB{t) + F ( t ) , (1) 

где A(t)j B(t), F(t) — (n X n) -матрицы, непрерывные и периодические с периодом и , А — скалярный 
параметр. 

Уравнение (1) тесно связано с классическим уравнением Ляпунова [1, с, 175; 2] , задача о периодических ре­
шениях к о т о р о г о исследовалась в р а б о т а х [3, 4 ] . В настоящей работе на основе подхода [5] получены конструк­
тивные д о с т а т о ч н ы е условия существования и единственности и разработан эффективный алгоритм построения 
и;-периодического решения уравнения ( 1 ) . 

Заменим уравнение (1) эквивалентной системой 

dX/dt = У, (2) 

dY/dt = XA(t)X 4 XXB(t) 4 F(t). (3) 

П у с т ь система уравнений (2 ) , (3) имеет и -периодическое решение X(t, A) , Y(t, А), которое , очевидно, 

удовлетворяет краевым условиям 
Х ( 0 , А ) = X ( w , A ) , (4) 

У ( 0 , А ) = У(ц , ,А) . (5) 

Заметим, ч т о , согласно [6, с. 215]. задача об ш -периодических решениях с и с т е м ы (2) , (3) эквивалентна 
задаче (2) — ( 5 ) . 

Из (2 ) , (4) имеем 

( r , A ) d r = 0. (6) 

о 

Воспользуемся формулой 

U> t и> 

J У (г , A) dr = u>Y{t, X)- j г У ( г , A) dr 4- ^ (w - г ) У (г , A) dr, 
о о 

где У (г , А) = dY(r,X)jdr. Т о г д а из (3 ) , 6) получим матричное интегральное уравнение 
и> 

Y(t, А) = j f(t, т)[ХА(т)Х(т, А) + АЛ'(г, Х)В(т) + F(r)] dr, 
(?) 

О 

где 7") — г/u» при 0 < г < / < и и г ) = г/<*> — 1 П Р И 1 ] < t < т < Из (3) , (5) при А ф О имеем 

J[A(r)X(r, X) -f Х ( г , А ) В ( г ) ] rfr - — А " 1 у F ( r ) dr. (8) 

о о 

Поскольку 

j А{т)Х{т,\) dr = У A(r)drX(t,X) - J A(v)d^JX(r.:X)dr + J j A(cr) da^J Х{т, X) dr, 

0 0 0 0 t r 

У X{r,\)B(r)dr = A ' ( t , A ) J B{r)dr - j Х(т, \)(J B{a)d<^ dr + j * ( r , A) ( / /J(tr) ^ dr, 
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т о из (2 ) , (8) получим м а т р и ч н о е интегральное уравнение 

MX(t, А) - X{t, X)N = j [KA(t, г ) У (г , А) + Y{r, X)KB(t, г)} dr - ~ J F{r) dr, (9) 

M = j A(r) dr, N = - J B(r) dr, 

о 
т Г 

KH(t,r)^ J H(TR)d(R} 0 < r < * < u > , Яя(*>т-) = j H(a)da, Q<t<r<u>. 
£ 0 u> 

Предположим, ч т о м а т р и ц ы M , TV не и м е ю т общих характеристических чисел. Т о г д а , согласно [7, с. 207], 
оператор Ф, ФХ — MX — XN, обратим , п о э т о м у уравнение (9) можно записать в виде 

X(i, А) = Ф - 1 J[KA(t, r)Y{r, А) + Y ( r , X)KB(t, r)] dr - А - 1 Ф - 1 J F(r) dr. (10) 

Верно и обратное : всякое непрерывное решение A( t f ,A) , Y(t, А) с и с т е м ы интегральных уравнений (7 ) , (10) 
является решением задачи (2) — (5 ) . 

Решение с и с т е м ы уравнений (7 ) , (10) будем искать в следующем виде: 

оо сю 
X(t,X) = 5 2 A * - 1 X t _ i ( t ) , Y ( t , A ) = £ ) A * Y t ( t ) , (11) 

где Xk-i(t), Yk(t) (к = 0 , 1 , . . . ) — а?-периодические матрицы, подлежащие определению. Подставляя ряды 
(11) в уравнения (7 ) , (10) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях Л, получаем 

и> и> 

Х - 1 = - ф _ 1 / F(r)dr, У 0 ( 0 = J 4>{t,T)[A{r)X-x +X-iB(r) + F(r)]dr, 
О О 

U> U) 

Хк{1) = ф-1 J[KA(t,r)Yk(r) + Yk(r)KB(t,r)]dr, y f c + i ( t ) = У ^ , r ) [ A ( r ) X * ( r ) + X t ( r ) B ( r ) ] d r , Jfc = 0 , l , . . . 

о о 
(12) 

Докажем равномерную по ( £ й с х о д и м о с т ь рядов ( И ) , Обозначим: а = т а х | | Л ( * ) | | , /9 = шах у = 
= | |ф - 1 | | , Л = т и р \ * ) | | , | | Я | | с = т а х | | Я ( * ) | | , д = ( l / 4 ) 7 ( a + / ? ) V , о = ( l / 2 ) 7 ( a + / ? ) « 2 , где i € [0 ,« ] , || • || 
— мультипликативная норма матриц . 

Выполнив оценки по норме в (12) , получим \\Хк\\с < (l/2)y(a +{3)u!2\\Yk||с, | |У*-н | | с < ( l / 2 ) ( a + /?)u;| |Xfc | |c } 

Л: = 0, 1 , . . . О т с ю д а находим рекуррентные оценки: \\Yk+i \\с < g\\Yk | | с , | |A^+i \ \с < q\\Xk | | с , А; = 0 , 1 , . . . , из 
к о т о р ы х нетрудно п о л у ч и т ь явные оценки 

\\Хк\\с < g f c | | X o | | c , | |n | |c<g f c | |yo | |c , к = 1 , 2 , . . . (13) 

Поскольку | | А о | | с < а | ] У 0 | | с , т о имеет м е с т о оценка ЦА^Цс < яд^ЦУоЦс, к = 0, 1 , . . . Далее нетрудно доказать, 
что при выполнении условия 0 < |A|g < 1 ряды (11) сходятся равномерно относительно t £ Ж, при э т о м 

IIYft A1II,. < Н * - 1 » 6 ' 4 | | А ' ° " С < I I х " 1 IIЕ 4- а ^ с \\Y(1 Alii <R И У о ^ (ыл | |А(*,А)| |С < — щ — + < — щ — + р (*, А ) | | С < з—р̂ . (14) 

Согласно [8, с. 160], заключаем, ч т о так как ряды (11) сходятся равномерно, то их с у м м ы A ( t . A ) , Y(t,X) 
представляют собой решение с и с т е м ы уравнений (7 ) , (10) . 

Единственность полученного периодического решения нетрудно доказать методом о т противного с учетом 
условия 0 < |A|g < 1. Из приведенных рассуждений вытекает 

Т е о р е м а . Пусть матрицы М , N не имеют, общих характеристических чисел. Тогда в области 0 < 
< |А| < 1/g uj -периодическое решение системы уравнений (2), (S) существует, единственно и представимо 
в виде (11), при этом имеют место оценки (Ц). 

Получим оценки, х а р а к т е р и з у ю щ и е с к о р о с т ь сходимости алгоритма (12) . Из (11) имеем 

X(tt А) - Xm(t, А) - \m*1Xm+i (0 + А т + 2 А т + 2 { * ) + . • •, (15) 

У(*, А) - У т ( / , А) = А т + ) У т + 1 (t) + А т + 2 У т + 2 ( * ) + . . . , (16) 

т гп 

Xm(t,X) = I X _ , + £ V X f c ( t ) , ? т ( < , А ) = ^ А * П ( * ) , т = 0 , 1 , . . . 
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Выполнив с учетом оценки (13) оценки по норме в (15) , (16) , получим соответственно \\X(t} \)—Xm(t, \)\\с < 

< | А Г + ^ + Ч М % ) ~ Ч 1 * о | | с , | | У ( * , А ) - У т ( * , А ) | | с < | A | m + П о с к о л ь к у < 7 < A 

||Уо||с < (uk/2)[(a -f /?)7<*> -f 1], то отсюда выводим следующие оценки: | |A( i , А) — Xm(t, Х)\\с < М ? 7 г + 1 / ( 1 ~ 5)? 

| |У(*,А) - Ym{t,\)\\c < v ^ l j { \ - g), где e - |A|, g = a = ( l / 4 ) 7 ( a + /3)u;3/i[(a + + 1], v = 

= (l/2)u;/i[(a + /9) 7 w + 1]. 
З а м е ч а н и е . Постоянную величину 7 или ее оценку нетрудно получить с помощью формул, приведенных 

в [9; 10, с. 259]. 
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