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Теории периодических решений дифференциальных уравнений посвящена обширная литература. Доста
точно полную информацию о таких решениях дают конструктивные методы (см., например, [1 — 3]). 

В настоящей работе на основе подхода [4] исследуется задача о периодических периода ш решениях диф
ференциального уравнения 

dX/dt = \A(t)X(K0 + \Ki(t)) + F(t)t- (1) 

где A(t), Ki(t), F(t) — и;-периодические (n x n) -матрицы класса С , Ко — постоянная матрица, Л — 
скалярный параметр. 

В случае, когда K\{t) ~ 0, эта задача рассматривалась в [5]. Исследование уравнений типа (1) представляет 
интерес как для теории дифференциальных уравнений [5, 6], так и в связи с рядом конкретных :*адач [7, с. 81; 8]. 

Цель настоящей работы — построение разложения ш -периодического решения в ряд по степеням А в одном 
невырожденном случае. 

Пусть X = X(t, А) — w -периодическое решение уравнения (1). Это решение удовлетворяет краевому 
условию 

Х ( 0 , Л ) = Х(И>Х). (2) 

Из (1), (2) имеем 

[ХА{г)Х(г, \)(Ко + XKi(t)) + F(r)]dr = 0. (3) 

о 

Пусть выполнено условие 

det Ко ф 0. (4) 

Тогда равенство (3) при Л ф 0 можно записать в виде 

и> Ш UI 

J A(T)X(r,\)dr = - Л J Л(г)^(т,А)^,(г)^ К0-> F(r)drK0~\ (5) 

0 0 0 

Далее воспользуемся формулой 

Ц/ t U) 

J A ( r ) X ( r , Л) dr - B(uj)X(t, А) - j Bx(r)X{r,\)dr+ j В7(т)Х(т, X) dr, 

о о t 

т U) 

где Bi(r) = / А(а) da, В2(т) = f А(<т) da, В(ш) = Вх(ш), Х{т,Х) = dX(rIX)/dr. Тогда из (1), (5), предпола-
0 г 

гая, что 
det В(и;)ф 0, (6) 

получаем матричное интегральное уравнение 

X(t,X) = X J H(t, т)А(т)Х(т, X)(KQ + XKi(r)) dr - ХВ"\и;) j A(r)X(т,Х)Кi{r) dr KQ1 + P(t) + ~M, (7) 

о 0 

где 

E u г Ь ( Г 1 И В 1 ( г ) , b < r < i < u , 
п ^ ' ) \-В-1(и)В2(т), 0 < t < r < u ; , 
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P(t) = J H(t%r)F{r)dT, M = ~B-1(u) J F{r) drK0-\ 
о 0 

Верно и обратное: всякое непрерывное решение X(t, А) уравнения (7) является решением задачи (1), (2). 
Тогда lj -периодическое продолжение матрицы-функции X(t,\) на всю числовую ось будет решением уравне
ния (1) при всех t £ R. 

Решение уравнения (7) отыскиваем в виде 
со 

X ( . , A ) = i x _ i ( . ) + £ A * X . ( 0 , (8) 
к = 0 

где Xi„i(t), г = 0, 1,..., — из -периодические матричные функции, подлежащие определению. 
Для нахождения этих функций подставим (8) в (7) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 

Л в обеих частях полученных соотношений. Тогда получим 

и> и> 

X0{t) = JH{t,T)[A{T)X-iKo + F(r)] dr-B'1^) J А{т)Х-г К х{т) dr К*\ 

о о 
о» ш 

= J tf(t,r)A(r)[Xfc-i(r)/r0+Xfc-2(r)^i(r)]dr--JB-1(a;) j А(т)Хк^{т)Щт) dr KQ~\ * = 1,2,... (9) 

о 0 

Докажем сходимость ряда (8), равномерную относительно t £ R. Примем следующие обозначения: 
7 = | | 5 - 1 И | | | а = max| |A(t) | | , Ро = | | #о | | , Л = m a x \\К1 г = Ц ^ Ц , qx = ( l / 2 ) 7 a 2 / W + 7<*/?iru;, 

g2 = (l/2)7a 2 ^iw 2 , е = |Л|, | |Х||с = max||X(t)||, где 2 £ [0,и>], || • || — мультипликативная норма матриц. 

Выполнив оценки по норме в (9), получим 

\\Xk{t)\\ < уа 

t 

.2 J r ( A , | | X * - i ( r ) | | + Л | | Х * - 2 ( г ) | | ) dr + J(w- r ) ( / ? 0 | | X * - i ( r ) | | + Л Н Х ц - а ^ ) ! ! ) <ir + 

+ 7 « f t r У \\Xk-i{r)\\dr < (l/2)Wu4M\Xk-i\\c + Pi\\Xk-2\\c) + -га/Згт^Хь-^с - gi\\Xk-i\\c + ц | | Х * - а | | с 

О 

Отсюда следует рекуррентная оценка 

l | X * | | c < g i | | X * - i | | c + » | | X * - a | | c , * = 1.2, . . . (10) 

Далее с помощью приемов, используемых в [4], нетрудно доказать, что при выполнении условия 

Q<eqi+e2q2<l (11) 

ряд (8) сходится равномерно относительно i £ R, при этом 

| | * ( U ) | | c < 0/(1 - ( К О Ж ^ О ~ ^ i ) P - i | | c + ||Хо||с], (12) 

где q(e) = egi -f- £ 2 ? 2 . 

Согласно [9, с. 160], заключаем: так как ряд (8) сходится равномерно, то его сумма представляет собой 
решение уравнения (7). 

Используя (10), можно получить неравенство \\Х — A m | | c < (em/(l — q(e)))[eq2\\Xm-.i\\c + <7(£)||-̂ m||c], 
m 

m — 0,1, . . . , характеризующее скорость сходимости алгоритма (9). Здесь Xm = (l/A)A r„i + ]Р \kXk(t). 
k-0 

Теперь легко видеть, что справедливы следующие утверждения. 
Теорема. ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ УСЛОВИЙ (4), (Б), (11) uj «ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1) СУЩЕСТВУЕТ И 

ЕДИНСТВЕННО. ЭТО РЕШЕНИЕ ПРЕДСТАВИМО В ВИДЕ (8) И ИМЕЕТ МЕСТО ОЦЕНКА (!&)> 

Следствие . ПУСТЬ ВЫПОЛНЕНЫ УСЛОВИЯ (4), (Б). ТОГДА В ОБЛАСТИ 0 < |А| < 2/(Q\ + \ / # 2 Н-4^2 ) = Ао 
ИЗ -ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1) СУЩЕСТВУЕТ И ЕДИНСТВЕННО. 

Замечание. Рассмотрим задачу (1), (2) с точки зрения теории возмущений. 
Пусть f F(r)dr — 0. Тогда задача (1), (2) разрешима при А = 0, и мы приходим к заключению, что 

о 
при выполнении условий (4), (6) все значения А такие, что |А| < Ао, регулярны [9, с. 167], и для них ряд 

оо 

X"(t,A) = ^2 ^kXk(t) представляет собой расширенное о;-периодическое решение уравнения (1). При А —> 0 
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получим функцию Xo(t) = j H(t,r)F(r) dr, дающую ш -периодическое решение невозмущенного уравнения 

dX/dt^F(t). 
ш 

Следует отметить, что функция Xo(t) удовлетворяет интегральному условию J А(т)Хо(т) dr = 0, что 
о 

согласуется с [1, с. 290]. 
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