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Изучение периодических решений является актуальным, поскольку методология и методы их ис
следования составляют математическую основу теории колебаний. Математической теории колебаний 
посвящена обширная литература. Достаточно полную информацию о периодических решениях диф
ференциальных уравнений дают конструктивные методы (см., например, [1-4]). 

Настоящая работа является продолжением [5]. На основе подхода [3, гл. 3] исследуется задача о 
периодических решениях периода и дифференциального уравнения 

dX/dt = XA(t)X(K0 + A2Ki(*)) + F(t), (1) 

где A(t), Ki(t), F(t) - непрерывные о;-периодические (n x n) -матрицы, Ко - постоянная матрица, 
A - вещественный скалярный параметр. 

Получены коэффициентные достаточные условия существования и единственности и разработан 
эффективный алгоритм построения а;-периодического решения уравнения (1) в вырожденном случае 

UJ 

[(и) = j А(т)ёт = 0. (2) 

Примем следующие обозначения: Р(т) = А(т)А(т), а — max 7 = \\Р 1(w)||, /?о = ||-Ко||> 
Л=тах | |ВД) | | , г = \\К0~1\\, е=|А|, q i = 3 - V 3 / W + ja/3ir

2w, q2 = 2-1

1a2plru2, q3 =3- 1

7 а 3 /3 1 ш 3 , 
q(e) = eqi + e2q2 + £3?з, \\X\\c = max где t £ [0,OJ] , || • || - мультипликативная норма матриц, 
например, любая из норм, приведенных в [6, с. 21]. 

Теорема. Пусть выполнено условие (2), а также условия 

det К0 ф 0, (3) 

det Р(и) ф 0, (4) 

0 < q(e) < 1. (5) 

Тогда и -периодическое решение уравнения (1) существует, единственно и представимо в виде 

ос 
X(t,\) = А ~ 2 Х _ 2 + X-'X.^t) + ^ А * В Д ) , (6) 

K=0 

где UJ-периодические матрицы Xi-2(t) , i — 0,1,. . . , определяются рекуррентным интегральным 
соотношением. 

Доказательство. Согласно [б, с. 215], рассматриваемая задача эквивалентна и -периодической 
краевой задаче для уравнения (1) с условием 

X(0,A) = X(w,A). (7) 

Сначала получим матричное интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (7). Пусть 
X = X(t,X) - решение этой задачи. Тогда из (1) на основании (7) имеем 

I [ХА{Т)Х(Т, \)(Ко + X2KI{T)) + F(r)]dT = 0. (8) 

о 
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Используя (3), из (8) получим 
UJ UJ UJ 

j A(r)X(r,X)dr = - A 2 j A^X^^K^drK-1 -^j F{r)drK^. (9) 
0 0 0 

Далее воспользуемся следующей формулой: f£ А(т)Х(т, \)dr = А(ш)Х(ш,Х) - A{r)X{r,X)dr, 
Х(т,Х) = dX(r,X)/dr. Тогда из (9) с учетом (1)-(3) получим 

UJ UJ UJ 

J P(r)X(r,X)dr = -Х2 j P(r)X(r , A)Ki (r)drliC^1 + A j A(r)X(r, X)Ki (r)drK^"2-h 
0 о 0 

UJ UJ 

+ -1 j F(r)drK0-2 - i J A{r)F{T)drK0-1. (10) 
0 0 

В (10) воспользуемся формулой 

UJ t UJ 

f P(T)X(T, X)dr = P(uj)X(t, X)- J P(r)X(r, X)dr + J[P(u) - P(r)]X(r, X)dr. (11) 
о 0 t 

Используя (4), (11), из (10) в силу (1) получим 

UJ UJ 

X(t,\) = j К(*,т)[АА(т)Х(т,А ) (1^ Р(т)Х(т, X^^drK^1 + 
о 0 

UJ UJ UJ 

+A j A(T)X(T, X)KI {r)drKo2 + ±j F{T)drKo2 - \ j A^F^drK^, (12) 
0 0 0 

где K(t,r) = P~1(u)P(r) + JE7signmin{0,£ — r} , r,t G [0,и]. Матричное интегральное уравнение (12) 
эквивалентно задаче (1), (7). 

Решение уравнения (12) будем искать в виде (6). Подставляя (6) в (12) и приравнивая коэффици
енты при одинаковых степенях А, получим 

UJ 

ДГ.2 = Р - 1 И J F(r)drKo\ 
о 

UJ UJ UJ 

X-X(t) = jK(t,T)A(T)X„2drKo + Р-г(и) J A^X^K^drK-2 - P-\UJ) j A(T)F(T)drKQ1, 
0 0 0 

UJ 

X0(t) = I K(t,T)(A(T)X^(T)Ko + F(r))dr-

0 
UJ UJ 

-P-'iuj) J P^X^K^drK-1 + P-I(u) j A ^ X ^ K ^ d r K o Z 
о 0 

UJ 

Xk(t) = J К ( ! , г ) Л ( т ) ( 1 ы ( т ) К о + 1 н ( ^ 1 ( г ) ) ^ -
0 

UJ UJ 

- P - 1 ^ ) f Р{т)Хк.2{т)К^т)йтК^ + Г 1 Н j А{т)Хк.1{т)К1{т)йтК^, к = 1,2,... (13) 
о 0 
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Докажем равномерную по t € R сходимость ряда (6). Поскольку ||-А(т)|| < ат, то ||Р(т)|| < 
< а 2 т 2 /2 , \\Р(ш) -Р(т)\\ < а2{ш2-т2)/2. Тогда max \\K(t,T)\\dT < З-^оАг 5 . Выполним оценки 

0<t<uj 
по норме в (13): 

UJ 

\\Xk(t)\\ < J ||JC(t,r)||||A(r)||(||X*_1(r)||||Jifo|| + | |X*-3(r)| | | | liC 1(r)| |)dr+ 

О 

UJ UJ 

+ | | Р - 1 Н | | J llPHIIIlX^^llll^xMlldrllKo-^l + HP^HII J llAiTMlX^drmiK^drllK^llK 
0 0 

= (З-Ча3^3 + уар1Г

2ш)\\Хк^\\с + 2" V2/Wr||X*_2||c + 3" V3/W||X*-3||c = 
= 4ill^-i||c + g2||X f c_2||c + дз||-Х"л-з||с7-

Отсюда следует рекуррентная оценка 

\\Xk\\c<qi\\Xk^\\c+q2\\X^2\\c + q3\\Xk^\\c, к=1,2,... (14) 

На основании оценки (14) с помощью приемов, используемых в [3], можно доказать, что ряд (6) сходится 
равномерно относительно t Е R в Л-области, определяемой условием (5). Тогда, согласно [7, с. 160], 
сумма X(t, А) этого ряда представляет собой решение уравнения (12). Единственность решения 
X = X(t, А) нетрудно доказать методом от противного, используя условие (5). 

Используя оценку (14), имеем следующие оценки: 

11*(*,А)||с < [e-1(l-eq1)\\X_1\\c+e-2(l-eq1-e2q2)\\X_2\\c}/(l-q(s)), 

\\X(t, А - Xm(t, Х)\\с < em[eq3\\Xm-2\\c + e{q2 + eq3)\\Xm^\\c + q(e)\\Xm\\cW - q(e)), m = 0,1, . . . , 

где Х ш (* ,А) = £ ™ _ 2 А * : а д , X-2(t) = X-2. 
Замечание. Параметр А в уравнении (1) может быть комплексным. Тогда по изложенной мето

дике получим комплекснозначное о;-периодическое решение X = X(t, А) этого уравнения в предпо
ложениях доказанной теоремы. 
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