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Рассмотрим матричное дифференциальное уравнение 

^ = A(t)X + XB(t) + F(t,X), l e l n x n , (1) 
at 

где A , £ G C ( / , R n x n ) , FeC(Dp,Rnxn), J = [0,w], Dp = {(t,X): tel, \\X\\ < p}; w , p > 0 . Пред
полагаем, что функция F(t,X) удовлетворяет в Dp относительно X условию Липшица с постоянной 
L > 0; F(t, 0) 0. Это уравнение является обобщением уравнений Ляпунова и Риккати, играющих 
важную роль в теории и приложениях дифференциальных уравнений [1-5]. 

Будем исследовать двухточечную краевую задачу для уравнения (1) с условием 

MX{0) + NX(u) = 0, (2) 

где М, N - вещественные п х п -матрицы. 
Задача (1), (2) мало изучена; для области D — {(t,X) : t G / , X G M n x n } качественными метода

ми она рассматривалась в работе [6]. С помощью конструктивных методов [7, гл. 2, 4] периодическая 
краевая задача для уравнений типа (1) рассматривалась в [8, 9]. 

В настоящей работе задача (1), (2) исследуется на основе конструктивного метода [7, гл. 1]. Примем 
следующие обозначения: Ai = max ||[/(£)||, А2 = max ||Е/ _ 1(£)||, U\ — max||V(£)||, u2 — max | |У _ 1 (г) | | , 

P = U~1{UJ)N-1M, Q = -V{u), 7 = | |ф - 1 | | , m = max{||P||, | |Q||}, h = max| |F(t ,0)| | , q = -/XurriLoL, 

p = ^Xpmcoh, ||X||c = max||X(£)||, где t G / , A = AiA2, и = Ф - линейный оператор, ФХ = 
= PX — XQ, У • II - мультипликативная норма матриц, например, любая из норм, приведенных 
в [10, с. 21], С = C ( J , R n x n ) - банахово пространство непрерывных п х п-матричных функций, 
U(t), V(t) - решения уравнений 

соответственно, при этом U(0) = V(0) = Е, где Е - единичная матрица. 
Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 1) detiV ф 0; 2) матрицы Р, Q не имеют 

общих характеристических чисел; 3) q < 1; 4) Р/(Х ~ Q.) < Р-
Тогда в области Dp решение задачи (1), (2) существует и единственно; это решение предста-

вимо как предел равномерно сходящейся последовательности матричных функций, определяемых ре
куррентным интегральным соотношением. 

Доказательство. Следуя подходу, изложенному в [7], на основании условий 1), 2) и [11, с. 207] 
нетрудно получить матричное интегральное уравнение, эквивалентное задаче (1), (2): 

t UJ 

X(t) = U(t)^-1 Р J U-1(r)F(T,X(T))V-1(r)dr + j U^{T)F{T,X{T))V-1{T) CLTQ j-V(i). 
(3) 

Для исследования разрешимости уравнения (3) воспользуемся принципом Банаха-Каччиопполи 
[12, с. 605] сжимающих отображений. Запишем уравнение (3) в операторной форме 

Х = ЦХ), (4) 

где через С обозначен соответствующий интегральный оператор в (3). Для произвольной матри
цы X(t), принадлежащей шару ||Х||с < р, имеем 

i i w i i ^ i t o i i i i * - 1 ! \Р\\ j \\U-1(r)F(r,X(T))V-l(r)\\dT + 
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+ j | | C 7 - 1 ( ^ ) ^ , X ( r ) ) y - 1 ( r ) | | d r | | g | | (5) 

Поскольку | |F(£,X)|| < I/ЦХЦ + /г, то, продолжая оценки в (5) , с учетом принятых обозначений 
получаем 

\\С(Х)\\ < \1и1<ути\2р2Щ\Х\\с + h) = ч\цти(Ц\Х\\с + К) < qp + р < qp + (1 - q)p = p. (6) 

Отсюда следует оценка 
\\С{Х)\\с<р. (7) 

Далее выясним вопрос о сжимаемости оператора £ на шаре ||Х||с < Р- Из (3) имеем для всех 
X, Y, таких, что | |Х| | С , ||У||с < Р • 

С{Х) - C{Y) = и^Ф'1 

Z 

Р J U-1(r)(F(T,X(T))-F(T,Y(r)))V-l(T)dT + 

UJ 

+ j U~1(T){F{T,X(T)) — F ( t , У(г ) ) )У _ 1 ( г ) dr<3 V(t). 

Выполнив оценки по норме в последнем равенстве, получим неравенство 

\\С(Х) - C(Y)\\ < чХцтыЩХ - У | | с = q\\X - У | | с , 

из которого вытекает неравенство 

\\C(X)-C(Y)\\c<q\\X-Y\\c. (8) 

Соотношения (7) , (8) являются условиями принципа Банаха-Каччиопполи применительно к урав
нению (4) . На основании этого принципа заключаем, что уравнение (3) однозначно разрешимо в об
ласти Dp. Стало быть, решение задачи (1) , (2) существует и единственно в указанной области. 

Для построения решения уравнения (3) воспользуемся классическим методом последовательных 
приближений (см., например, [12, с. 605]) . Имеем 

Р j U-1(r)F(T,Xk(r))V-1(r)dT + 

+ JU-'i^F^Xkir^V^^drQ V(t), * = 0,1,2, (9) 

где X0(t) - произвольная матрица класса Q 7 , R n X n ) , принадлежащая шару ||АГ 0||с < р- Тогда, со
гласно неравенству (7) , ||Х;||с < р (г = 1 , 2 , . . . ) . Это нетрудно доказать индукцией по к на основании 
условий 3 ) , 4 ) . 

С помощью несложных выкладок можно показать (не используя свойства функции Грина), что все 
приближения, построенные согласно алгоритму (9), удовлетворяют краевому условию (2) . 

Используя неравенство (8), получаем рекуррентную оценку 

| | X m + i - X m | | c < q\\Xm - X m _ i | | c , m = 1 , 2 , . . . (10) 

На основании условий 3 ) , 4) последовательность {^('0}о° сходится равномерно по t G / к реше
нию X(t) G Dp уравнения (3) . С помощью оценки (10) нетрудно получить оценку, характеризующую 
скорость сходимости алгоритма (9): 

II** - * | | с < 9*11*1 - * о | | с / ( 1 -Я), к = 0 , 1 , 2 , . . . , 

полагая в которой к — 0, Хо = 0, имеем 

| № < | | X i | | c / ( i - g ) . (П) 
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Выведем явную оценку для нормы ||Х||с- Положив к = 0, Хо — 0 в равенстве (9) и выполнив 
последовательно оценки по норме в полученном равенстве, имеем 

(r)||dr||0|| \\V(t)\\ < 
t UJ 

l l ^ i W H I I ^ W I I I I * - 1 ! ! ^ ! / \\u-1(T)F(r,o)v-1(r)\\dT +1 w u - ^ f ^ v - 1 

0 t 

UJ 

<Ai/ i i7m j \\U-\T)F(T,0)V-\r)\\dT < ^Xmuujh = p. 
0 

Отсюда следует оценка ||-Xi||c < P, используя которую, из оценки (11) получаем ||Х||с < p/(l-q) < р. 
Далее найдем оценку для нормы \\Х\\с на основании уравнения (3), рассматривая его как тождество 
для решения X = X{t). Проводя оценки по норме в (3), с учетом (6) последовательно получаем 
\\Х\\с < <?|1̂ 11с + Р- Отсюда с учетом условия 3) имеем 

№ < р / ( 1 - 9 ) . (12) 

Легко видеть, что оценка (11) предпочтительнее оценки (12). 
Замечание. При дополнительных предположениях о характеристических числах матриц Р, Q 

для оператора Ф - 1 имеют место различные явные представления (см., например, [13, 14]), на основе 
которых для | |Ф _ 1 | | можно получить конструктивные оценки. 
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