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Аннотация 
Изложена методика определения вероятностных характеристик процессов функционирования ме-
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характеристики нагрузок использовались при проектировании планетарной коробки передач карьерного 
самосвала. 
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Для карьерного самосвала БелАЗ 
грузоподъемностью 60 т создана новая 
гидромеханическая передача (ГМП) с 
планетарной коробкой передач (ПКП). 
Кинематическая схема ПКП приведена 
в [1]. Она выполнена с тремя степенями 
свободы и обеспечивает шесть передач 
переднего хода.  

Для оценки возможности дости-
жения планируемого ресурса ПКП 
необходимо располагать характеристи-
ками нагруженности её механизмов. 
При проектировании ПКП получение 
требуемых характеристик осуществля-
лось на основе математического моде-
лирования процессов функционирова-
ния механизмов ГМП с имитацией её 
работы в карьерных условиях. Исполь-
зовалось описание характеристик до-
рожных условий в двух карьерах, суще-
ственно различающихся глубиной и 
уклонами дороги: карьер «Гранит»  
(г. п. Микашевичи, Брестская обл., Рес-
публика Беларусь) и карьер «Еруна-
ковский» (г. Новокузнецк, Кемеров- 
ская обл., Российская Федерация). Па-
раметры характеристик дорожных усло-

вий выбранных карьеров приведены в [2]. 
Микропрофиль опорной поверх-

ности карьерных дорог описывался слу-
чайными функциями и представлял со-
бой случайный процесс, поэтому иссле-
дуемые процессы функционирования и 
нагружения механизмов ГМП были 
также случайными.  

В результате моделирования по-
лучены характеристики нагружения ос-
новных элементов конструкции ГМП: 
зубчатых колес и фрикционов ПКП, 
карданных валов трансмиссии, враща-
ющих моментов двигателя и гидро-
трансформатора, а также мощности 
двигателя, частоты вращения его вала и 
расхода топлива. Информация о резуль-
татах моделирования приведена в виде 
графиков и таблиц в [2, 4]. В качестве 
примера на рис. 1 представлены графи-
ки изменения во времени вращающих 
моментов на карданном валу трансмис-
сии самосвала к.вM  при движении в ка-

рьере «Гранит» (а) и в карьере «Еруна-
ковский» (б). 

При проведении анализа процес-
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сов функционирования исследуемых 
механизмов выполнялось определение 
оценок их вероятностных характерис- 
тик – дисперсий, корреляционных 

функций, спектральных плотностей,  
а также характеристик плотности веро-
ятности оцениваемых параметров [3]. 

 

 
 

 

 
Рис. 1. Графики изменения во времени моментов нагрузки на карданном валу трансмиссии  

самосвала при движении в карьере «Гранит» (а) и в карьере «Ерунаковский» (б) 
 
 
При вычислении статистических 

оценок характеристик случайных про-
цессов необходимо вначале определить 
шаг дискретизации независимой пере-
менной (времени t) и объем выборки N. 
Шаг дискретизации t  выбирают с уче-
том внутренней структуры случайного 
процесса, а объем выборки зависит от 
характера процесса и определяет необ-
ходимую точность статистических оце-
нок [3]. На основе теоремы Котельнико-
ва – Шеннона о квантовании непрерыв-

ных сигналов был принят шаг дискрети-
зации 05,0t  с, а объем выборки 

2000N .  
Для оценки плотности вероят- 

ности случайного процесса )(tx  исполь-
зуется массив чисел, составляющих его 
реализацию. Вначале необходимо про-
извести группирование данных массива. 
Для этого вся область изменения вы-
борки от minx  до maxx  разбивается  

на грk  интервалов одинаковой длины x  

а) 

б) 
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и подсчитывается число элементов вы-
борки гр,1, kjn j  , попавших в каждый 

интервал. Значениям x, находящимся в 
одном и том же интервале j, присваива-
ется значение jx , соответствующее се-

редине данного интервала.  
Для определения количества ин-

тервалов группирования грk  использу-

ют различные полуэмпирические выра-
жения. Одно из них имеет вид 

 
Nk lg2,31гр  .         (1) 

Полученное значение грk  округ-

ляют в сторону ближайшего целого 
числа. После выбора грk  определяют 

длину интервала: 
 

грminmax /)( kxxx  .        (2) 

 
Схема процесса группирования 

элементов выборки случайного процес-
са )(tx  представлена на рис. 2.  

 
 

 
 

Рис. 2. Схема процесса группирования элементов выборки случайного процесса )(tx  

 
 

Сгруппированные данные исполь-
зуются для определения эмпирической 
функции )(ˆ xjfN  , являющейся оцен-

кой )(ˆ xfN  плотности вероятности )(xf  

случайного процесса )(tx  в точках 

гр,1 kj  , соответствующих серединам 

интервалов x : 

xxN

xjn
xjf j

N 








)(

)(ˆ ,            (3) 

где 

 
, если попадает в  -й интервал;

( )
0, в противном случае.

j jn x j
n j x       (4) 
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Графическое изображение функ-

ции )(ˆ xfN  называют гистограммой. 

Для построения гистограммы на оси 
абсцисс откладывают границы интерва-
лов и для каждого интервала строят 
прямоугольник с высотой, равной 

)/( xNn j  . Сумма площадей всех пря-

моугольников равна 1. Отношение 
Nn j /  называют относительной ча-

стотой (или частостью) и обознача- 
ют j . Частость j  является несме-

щенной состоятельной оценкой jP̂   

для вероятности jP  попадания реализа- 

ций случайного процесса Nixi ,1,  ,  

в j-й интервал группирования [3]. 
На основе изложенной методики 

определим оценки плотности вероятно-

сти )(ˆ
к.вMf  вращающего момента кар-

данного вала к.вM  гидромеханической 

трансмиссии исследуемого самосвала. 
Для этого используем выборки случай-
ных процессов )(к.в tM , полученные в 

двух различных карьерах, графики ко-
торых представлены на рис. 1, а, б.  

На рис. 3, а приведена гистограм-
ма распределения вращающего момен- 
та к.вM  при работе самосвала в услови-

ях карьера «Гранит», а на рис. 3, б –  
в карьере «Ерунаковский». По оси абс-
цисс отложены значения исследуемого 
случайного процесса )(к.в tM , а по оси 

ординат – оценки плотности вероятно-
сти его распределения по выделенным 
интервалам процесса. 

 
 

 
 
Рис. 3. Гистограммы распределения момента на карданном валу трансмиссии самосвала  

при движении в карьере «Гранит» (а) и в карьере «Ерунаковский» (б) 
 
 
Сравнивая приведенные гисто-

граммы, можно отметить, что величина 
момента к.вM  в условиях карьера «Гра-

нит» находится в основном в преде- 
лах 1000…4000 Нꞏм, максимальные зна-
чения не превышают 6500 Нꞏм, а в ус- 
ловиях карьера «Ерунаковский» наи-
большая вероятность момента сосредо-

точена в диапазоне 3000…8000 Нꞏм, 
максимальное значение достига- 
ет 10000  Нꞏм. Следовательно, нагру-
женность механизмов трансмиссии ав-
томобиля во втором карьере существен-
но выше, чем в первом. 

Аналогичные вероятностные оцен-
ки определены для вращающего момен-

а) б) 
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та дM  и мощности дP  двигателя само-

свала. На рис. 4, а, б приведены гисто-
граммы распределения момента  д

ˆ Mf  

и мощности  д
ˆ Pf  двигателя при дви-

жении в условиях карьера «Гранит»,  
а на рис. 4, в, г – в условиях карье- 

ра «Ерунаковский». Очевидно, что 
условия работы двигателя значительно 
меньше зависят от параметров характе-
ристик маршрутов движения по сравне-
нию с влиянием их на нагрузки транс-
миссии.  

 
 
 

 
 

Рис. 4. Гистограммы распределения момента дM  и мощности дP  двигателя при движении  

самосвала в карьере «Гранит» (а, б) и в карьере «Ерунаковский» (в, г) 
 

 
Из рис. 1, а, б видно, что исследуе-

мые случайные процессы  tfM к.в   

не стационарны. Это обусловлено зна-
чительными изменениями детермини-
рованной составляющей дорожного со-
противления, определяемой продоль-

ными уклонами участков маршрута. 
Поэтому при вероятностном анализе 
этих случайных процессов необходимо 
выделить текущие значения их матема-
тических ожиданий (текущие средние) и 
осуществить их центрирование.  

а) б) 

в) г) 
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Обозначим реализацию иссле- 
дуемого случайного процесса )(tx , те-
кущее значение математического ожи-
дания )(tx , а центрированную состав-

ляющую )t(x
o

. Тогда 
 

( ) ( ) ( )x t x t x t 


.          (5) 

 
Для выделения )(tx  используем 

фильтр В. С. Пугачёва (рис. 5), имею-
щий следующую характеристику [3]: 

 

 
,5,0при0

;5,0при1

ф

ф

nn

nn
nh

i

i
i 


            (6) 

 
где фn  – количество ординат случайно-

го процесса, используемых для вычис-
ления j-го значения )(tx j ; in  – порядко-

вые номера текущих ординат в интерва-
ле от ф5,0 n  до ф5,0 n , покрываемых 

фильтром. 

 

 

 
Рис. 5. Характеристика фильтра В. С. Пугачёва 
 

 
Значение текущего среднего )(tx j  

можно найти по формуле 
 

ф

ф

0,5

0,5ф

1
( ) ( ) ,

1

1, .

n

j i j i
i n

x t h n x
n

j N









  

 (7)

 

 
При определении )(tx  использует-

ся объем выборки N , отличающийся от 

объема N величиной фn : фnNN  ,  

т. е. первые фn  значений выборки  

не используются. При трогании автомо-
биля с места и на начальном этапе раз-
гона наблюдаются значительные крат-
ковременные пиковые выбросы момен-
та (см. рис. 1). Их также желательно не 
использовать при определении вероят-
ностных характеристик, т. к. на началь-

ном участке реализации текущее сред-
нее будет вычисляться со значительной 
погрешностью. Поэтому ординаты 
начального участка длительностью 5 с 
не использовались для определения 

)(tx  и )(tx


. Длительность реализации 
исследуемых случайных процессов T, 
необходимая для получения их вероят-
ностных характеристик, вычисляется по 
формуле 

 

tNT  .                         (8) 
 
В данном случае 100T  с. 
На основе изложенной методики, 

используя дискретные значения ординат 
исследуемых случайных процессов 

к.вM , дM , дP , дn  и др., были опреде-

лены их текущие средние и получены 
ординаты центрированных составляю-
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щих к.в


M , д


M , д

P , д


n . На рис. 6, а 

приведены графики, иллюстрирующие 
выделение текущего среднего значения 
момента на карданном валу )(к.в tM  

(изображено сплошной жирной линией), 
а на рис. 6, б – его центрированной  

составляющей )(к.в tM


. Очевидно, что 

последняя представляет собой стацио-
нарный случайный процесс. На харак-
теристики двигателя существенное  
влияние оказывают переходные процес-
сы при переключении передач, что за-
трудняет приведение их к стационарно-
му виду при оценке вероятностных ха-
рактеристик.  

 
 

 
 

Рис. 6. Графики, отображающие выделение текущего среднего значения момента )(к.в tM   

на карданном валу (а) и его центрированной составляющей к.в


M  (б) 

 
 

В табл. 1 приведены значения 
оценок математических ожиданий x  и 
дисперсий xD  исследованных процес-

сов к.вM , дM , дP , дn  при движении 

самосвала по маршруту. Среднее значе-
ние нагруженности валов трансмиссии в 
карьере «Ерунаковский» в 1,5 раза вы-
ше, чем в карьере «Гранит», а дисперсия 

момента на карданном валу выше более 
чем в 2 раза. Использование мощности 
двигателя в обоих случаях примерно 
одинаково, но дисперсия дM  и дP  вы-

ше в карьере «Гранит», что обусловлено 
более легкими дорожными условиями. 
Это хорошо видно также из сопоставле-
ния графиков на рис. 4, а–г.  

 

а)

б)
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Табл. 1. Значения оценок числовых вероятностных характеристик исследованных случайных  
процессов 

 

Карьер 
Обозначе-

ние 
оценки 

Значение по исходным ординатам Значение по центрированным ординатам 

к.вM  дn  дM  дP  
к.в


M  


дn  д


M  


дP  

«Гранит» 
x  3,064·103 1,756·103 2,293·103 4,212·102 1,132 –1,605 10,764 0,748 

xD  1,275·106 3,615·104 5,225·104 1,882·103 2,061·105 5,868·103 7,058·103 6,862·102

«Еруна-
ковский» 

x  4,693·103 1,784·103 2,290·103 4,273·102 –0,543 1,349 7,776 1,363 

xD  2,613·106 2,963·104 4,229·104 1,537·103 3,767·105 6,314·103 4,023·103 2,489·102

 

 
Одной из важнейших характери-

стик случайного процесса является кор-
реляционная функция )(xR . Эта функ-

ция характеризует степень линейной 
связи (корреляцию) между значениями 
случайного процесса в различные мо-
менты времени. Для дискретного слу-
чайного процесса )(tx  корреляционную 
функцию вычисляют по формуле [3] 

 








nN

i
niix xx

nN
R

1

1
)(


,  (9) 

 
где   – аргумент корреляционной 
функции – временной сдвиг, tn ; 

0, 1, 2, 3, ...n   – число, определяющее 

величину сдвига по оси абсцисс; t  – 
шаг дискретизации независимой пере-
менной (времени). 

При 0n  получаем оценку дис-
персии случайного процесса xx DR )0( . 

Значение )(xR  при этом максимально. 

С увеличением сдвига   значение 
)(xR  уменьшается. При некотором 

значении 0  график )(xR  пересека-

ет ось абсцисс. Это значение называют 
временем корреляции. При 0  слу-

чайные значения функции )(tx  практи-
чески независимы друг от друга.  

Для сравнения корреляционных 
функций случайного процесса, полу- 
чаемых в различных условиях эксплуа-
тации машины, удобно использовать 

нормированную корреляционную функ-
цию )(x , определяемую из соотно-

шения  
 

x

x
x D

R )(
)(


 .                 (10) 

 
Нормированная корреляционная 

функция )(x  безразмерная, макси-

мальное ее значение равно единице. Это 
создает удобства для сравнительного 
анализа получаемых результатов экспе-
римента. 

На рис. 7, а приведены графики 
нормированной корреляционной функ-
ции момента на карданном валу 

)(к.в M . График 1 соответствует карье-

ру «Гранит», а график 2 – карье- 
ру «Ерунаковский». Эти графики позво-
ляют исследовать структуру случайного 
процесса и определить период низкоча-
стотных колебаний. На основе графи- 
ков )(к.в MR  можно получить графики 

спектральной плотности момента на 
карданном валу )(к.в MG .  

Спектральная плотность характе-
ризует распределение дисперсии слу-
чайного процесса по частоте  , т. е. ар-
гументом спектральной плотности явля-
ется круговая частота  , рад/с (или 
циклическая частота  , Гц). При ис-
пользовании корреляционной функции 
для получения спектральной плотности 
необходимо иметь в виду, что с увели-
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чением аргумента   возрастает погреш-
ность корреляционной функции, что 
может привести к существенному иска-
жению графика спектральной плотно-
сти. Поэтому для получения оценки 

спектральной плотности случайного 
процесса применяют сглаживание кор-
реляционной функции посредством 
корреляционного окна. 

 

 

 

 
Рис. 7. Графики нормированных корреляционной функции (а) и спектральной плотности (б):  

1 – карьер «Гранит»; 2 – карьер «Ерунаковский»  
 
 
Сглаживание представляет собой 

такую же фильтрацию ординат функ- 
ции )(xR , как и фильтрация ординат 

реализации случайного процесса )(tx  

низкочастотным фильтром )( inh . Су-

ществует несколько функций сглажива-
ния корреляционной функции [3].  

В данном случае была использована 
функция Бартлета (рис. 8), которая  
имеет вид 

 

.при0

;при1
)(

max

maxmax




h  (11)  

 
 

 

 
Рис. 8. График функции корреляционного окна Бартлета 
 

б)а) 
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Для дискретных случайных процес-
сов )(tx  спектральная плотность )(xG  

вычисляется по формуле [3] 

 

















 


max

1

)cos()()(2)0()()(
n

i
xxxx ijihiRRjGG ,  (12) 

 
где   – шаг дискретизации аргумента 
  спектральной плотности )(xG ;  

j – номер точки дискретного аргумен- 
та j ,  jj ; 0, 1, 2, 3, ...,j k ; 

t ; tn  maxmax .  

Для сравнения результатов экспе-
риментальных исследований автомоби-
ля в различных условиях эксплуатации 
удобно использовать нормированную 
спектральную плотность )(xg , вычис-

ляемую из соотношения 
 

x

x
x D

G
g

)(
)(


 . (13) 

 
Нормированная спектральная 

плотность – безразмерная функция.  
На рис. 7, б приведены графики норми-
рованных спектральных плотностей 
момента на карданном валу )(к.в Mg , 

соответствующие графикам нормиро-
ванных корреляционных функций 

)(к.в M , представленным на рис. 7, а.  

В качестве аргумента функций спек-
тральных плотностей на рис. 7, б вместо 
  использована циклическая частота 

)2/(  , Гц. 
Рассмотрим графики функций 

)(к.в M  и )(к.в Mg . Корреляционная 

функция момента на карданном валу 
имеет затухающий колебательный ха-
рактер. Из рис. 7, а видно, что частота 
колебаний этой функции, соответству-
ющая условиям движения в карьере 
«Гранит», значительно выше, чем в ка-
рьере «Ерунаковский». На графике 1 
нормированной спектральной плотно-
сти )(к.в Mg , полученной для карье- 

ра «Гранит», выявлены два значитель-

ных пика дисперсий при частотах 2,83  
и 3,67 Гц. При движении в карьере 
«Ерунаковский» (график 2) пиковое 
значение дисперсии момента на кардан-
ном валу соответствует частоте 1,75 Гц. 
Причем дисперсия момента в этом слу-
чае в 2 раза выше, чем в первом. Это 
обусловлено существенными различия-
ми характеристик рассматриваемых ка-
рьеров, что сказывается на режимах 
движения самосвала и нагружения ме-
ханизмов трансмиссии. Изменения ча-
стоты колебаний обусловлены различи-
ем резонансных частот масс трансмис-
сии при движении на разных передачах. 
Так, в карьере «Гранит» автомобиль в 
исследуемом интервале времени дви-
жется на IV, V и VI передачах, а в карье-
ре «Ерунаковский» – на II и III переда-
чах. Дисперсия колебаний момента на 
карданном валу в трансмиссии в основ-
ном сосредоточена в диапазоне часто- 
ты до 6 Гц.  

Таким образом, функция спек-
тральной плотности позволяет выявить 
резонансные частоты колебаний иссле-
дуемых процессов объекта проектиро-
вания, определить дисперсии макси-
мальных моментов нагрузок и осуще-
ствить обоснованный выбор парамет-
ров, обеспечивающих надежное функ-
ционирование объекта проектирования. 

Время корреляции 0  ординат 

момента на карданном валу также свя-
зано со спектром резонансных частот 
трансмиссии. С увеличением частоты 
колебаний момента значение 0  снижа-

ется (см. рис. 7, а). 
Полученные характеристики рас-

пределения плотности вероятностей, 
математических ожиданий и дисперсий 
вероятностных процессов функциони-
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рования механизмов самосвала в реаль-
ных дорожных условиях использова-
лись затем при проектировании плане-
тарной коробки передач, входящей в 
состав гидромеханической трансмиссии 
самосвала. 

Использование вероятностных ха-

рактеристик позволило существенно 
повысить достоверность информации о 
нагрузках механизмов объекта проекти-
рования, что в результате обеспечит 
надежность их функционирования в ре-
альных условиях эксплуатации. 
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