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Реферат. Рассмотрена система с распределенными параметрами в механической части. 
Приведены примеры таких систем. Указана причина учета распределенности параметров 
в таких системах. Рассмотрены существующие методы исследования и расчета систем 
управления. Представлена краевая задача системы с распределенными параметрами. Пред-
ложено применение наблюдающего устройства как одного из способов реализации системы 
управления для системы с распределенными параметрами. Показана необходимость ис-
пользования замкнутой системы управления и сложности ее реализации. Представлена 
структурная схема разрабатываемого способа управления. Приведены передаточные функ-
ции, описывающие систему с распределенными параметрами. Представлен математический 
расчет наблюдающего устройства. Получен способ реализации замкнутой системы управ-
ления по промежуточной координате для электромеханической системы с распределенны-
ми параметрами в механической части с применением наблюдающего устройства, которое 
находится в обратной связи и восстанавливает выходную скорость без непосредственного 
измерения. Для наблюдающего устройства определен общий вид передаточной функции. 
Представлены преимущества и недостатки передаточной функции наблюдающего устрой-
ства, графический вид простой реализации наблюдающего устройства с выделенным вспо-
могательным устройством в обратной связи. Описана аппроксимация, которая применяется 
для систем с распределенными параметрами. Получены выводы аппроксимации. По пара-
метрам экспериментальной установки получены аппроксимированные передаточные функ-
ции механической части системы с распределенными параметрами без наблюдающего 
устройства и с наблюдающим устройством. Представлена логарифмическая амплитудно-
частотная характеристика механической части системы с распределенными параметрами  
с наблюдающим устройством и без наблюдающего устройства для экспериментальной 
установки для самого простого случая, а также способ реализации замкнутой системы 
управления по промежуточной координате для электромеханической системы с распреде-
ленными параметрами в механической части с применением наблюдающего устройства. 
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Abstract. A system with distributed parameters in its mechanical part is considered. Examples  
of such a system are given. The reason for taking into account the distribution of parameters in 
such systems is indicated. Existing methods of research and calculation of control systems are 
considered. The boundary value problem for a system with distributed parameters is presented. 
The use of a surveillance device as one of the ways to implement a control system for a system 
with distributed parameters is proposed. The necessity of using a closed control system and the 
complexity of its implementation are demonstrated. A block diagram of the control method being 
developed is presented. Also, transfer functions describing a system with distributed parameters 
are given; the mathematical calculation of the surveillance device is given as well. A method for 
implementing a closed control system along an intermediate coordinate for an electromechanical 
system with distributed parameters in the mechanical part using a surveillance device has been 
obtained. The surveillance device is in feedback and restores the output speed without measuring  
it directly. A general view of the transfer function is determined for the surveillance device.  
The advantages and disadvantages of the transfer function of the surveillance device and a graph-
ical view of a simple implementation of the surveillance device with a dedicated auxiliary device 
in feedback are presented. An approximation that is used for systems with distributed parameters is 
described. Approximation conclusions are obtained. According to the parameters of the experi-
mental installation, approximated transfer functions of the mechanical part of the system with 
distributed parameters without a surveillance device and with a surveillance device are obtained. 
The LACH of the mechanical part of the system with distributed parameters with a surveillance 
device and without a surveillance device for an experimental installation for the simplest case  
is presented, as well as a method for implementing a closed control system along an intermediate 
coordinate for an electromechanical system with distributed parameters in the mechanical part 
using a surveillance device. 
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Введение 
 

Во многих объектах техники можно найти системы с распределенными 
параметрами (СРП) для механических элементов. Это, например, подъем-
ные механизмы с тросами или канатами, протяженные линии электропере-
дач, трубопроводы для перекачки различной жидкости, буровые установки 
с длинными колоннами труб [1–3]. 

Учет всех возможных свойств и характеристик, самое основное – ко-
нечной жесткости кинематических звеньев, необходимо выполнять из-за 
постоянно увеличивающихся требований к быстродействию и точности 
систем автоматизированного электропривода (АЭП). Это приводит к рас-
смотрению механической части электропривода как СРП [3]. 

Все попытки оптимизации системы электропривода (ЭП), исходя из 
установившихся представлений, рассматривавших механическую часть 
электроприводов как жесткую систему, влекли появление автоколебаний  
в автоматических системах регулирования. Как следствие, это приводило  
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к снижению точности регулирования, частым обрывам обрабатываемого 
материала, повышенному искрению на коллекторах электрических машин, 
а в наиболее негативных случаях – к выходу из строя механического и 
электрического оборудования [1–3].  

Наличие упругости в объекте управления оказывает решающее влияние 
на работу системы управления, что приводит к изменению стандартных 
настроек для жестких систем и необходимости применять наблюдатели 
состояния или резонансные корректирующие регуляторы [4–6].  

Проводимые исследования направлены на получение итогового способа 
проектирования системы управления для электромеханической системы  
с учетом распределенности параметров. 

В настоящее время в теории и практике расчета систем управления СРП 
наметились два основных метода исследования (аналитический и операци-
онный).  

Аналитический метод базируется на математическом аппарате, исполь-
зующем расчетные функции и дискретное преобразование Лапласа – метод 
Фурье или метод Даламбера [7].  

Решения, получаемые этими методами, – в виде стоячих волн (беско-
нечного ряда гармоник) или бесконечного ряда падающих и отраженных 
волн. Эти методы позволяют применить способы исследования, аналогич-
ные тем, которые являются характерными для анализа линейных систем 
управления. Недостатком является невозможность получить решения в об- 
щем виде, что приводит к сложным математическим выводам [8]. 

В случае решения уравнений в частных производных рассматривается 
небольшая их часть, связанная с линейными уравнениями с постоянными 
коэффициентами. При этом существует небольшое количество задач, ре-
шаемых в явном виде [8]. 

Операционный метод основан на применении интегрального преобра-
зования Лапласа [9]. 

 
Основная часть 
 

Краевая задача системы с распределенными параметрами имеет следу-
ющий вид [10]: 
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где ρ(x) – плотность объекта, кг/м3; E – линейный модуль упруго- 
сти, Н/мм2; Q – смещение точки от положения равновесия, м; f(x, t) – за- 
дающее воздействие; L – длина объекта; х – текущая координата. 
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При работе СРП происходит постоянное изменение переменной x, опи-
сывающей положение груза (рабочей массы) в пространстве. 

Изменение частоты первого резонанса оказывает существенное влияние 
на работу всей СРП, так как изменение полосы пропускания электроприво-
да требует корректировки системы управления [10, 11]. 

Существенное влияние на работу всей системы управления оказывает 
наличие упругости в объекте управления, что заставляет изменять стан-
дартные настройки, применимые для жестких систем. Одним из возмож-
ных решений этой проблемы является применение наблюдающего устрой-
ства (НУ), действующего на принципе восстановления данных СРП. 

Ярко выраженные резонансные свойства передаточных функций для 
СРП практически исключают возможность изменения полосы пропускания 
СРП выше частоты первого резонанса при использовании нерезонансного 
регулятора. 

Замкнутая система управления СРП позволяет это сделать. Но механи-
ческая часть СРП в основном имеет пространственно протяженные разме-
ры и реализация замкнутой системы управления практически невозможна. 
Поэтому будет применяться замкнутая система управления по промежуточ-
ной координате для СРП с НУ, которое восстанавливает выходную скорость 
по промежуточной координате без непосредственного измерения [12, 13]. 

Применение в системе управления условной обратной связи в точке по-
ложения груза x принципиально дает возможность получения системы 
управления для СРП с увеличенной полосой пропускания.  

На рис. 1 представлена структурная схема разрабатываемого способа 
управления СРП [14]. 
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Рис. 1. Структурная схема разрабатываемого способа управления: Uр – задающее воз-
действие (сигнал задания); Wрс(p) – регулятор скорости; Wрт(p) – регулятор тока;  

Wэл(p) – электрическая часть электропривода; Wмч(p) – механическая часть  
электропривода с постоянными параметрами; Wрп(p) – механическая часть электропривода  

с распределенными параметрами; ДТ – датчик тока; ДС – датчик скорости;  
НУ – наблюдающее устройство 

 

Fig. 1. Block diagram of the control method being developed: Uр – setting effect (setting signal); 
Wрс(p) – speed controller; Wрт(p) – current regulator; Wэл(p) – electrical part of the drive;  

Wмч(p) – mechanical part of the electric drive with constant parameters;  
Wрп(p) – mechanical part of the drive with distributed parameters; ДТ – current sensor;  

ДС – speed sensor; НУ – surveillance device 
 
Непосредственное измерение скорости рабочей массы (груза) в СРП  

с пространственно протяженными размерами очень затруднительно  
и практически невозможно. Результат измерения возможно получить при 
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использовании наблюдающего устройства, которое восстанавливает дан-
ные без их непосредственного измерения [15, 16]. 

Передаточная функция движущего усилия к скорости перемещения для 
любого сечения известна [3] 

 

2 2 2 2
1 2 1 2

( ) ( )
( , ) = ,

2 ( ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ))

ch px sh p
W x p

a sh p p ch p ch px psh p ch p     
  

       
     (2) 

 

где x – текущее расстояние между центром массы 1 и грузом, м; L – рас-
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х

x
L

   – относительная координата вы-

ходной точки; i = Mi/Mk – i-я относительная масса; а – скорость волны 

распространения колебаний, м/с, 
a

L
p p=~  – нормированный оператор 

Лапласа. 
Передаточная функция движущего усилия к скорости перемещения для 

начального сечения также известна [15] 
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Отношение передаточной функции (2) к (3) – это передаточная функ- 
ция НУ  
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Так как в числителе и знаменателе дроби есть одинаковое слагаемое 
sh(ṕ)ch(ṕ), то возможно дальнейшее упрощение дроби. Выделена вспомо-
гательная передаточная функция, которая находится в знаменателе, числи-
тель при этом равен 1: 

 

WКУ(x, p) = 1/(1+ Wk(x, p)µ2ṕ).    (5) 
 

Вспомогательная передаточная функция Wk(x, p) имеет вид  
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                (6) 

 

который представляется более простым и удобным при изучении и моде-
лировании по сравнению с (2) и (3). 

Анализ полученной передаточной функции (6) позволяет учитывать ва-
риацию резонансных свойств СРП из-за изменения механических парци-
альных параметров [17]. 

Преимущества полученной передаточной функции (6): 
 независимость передаточной функции, а также полюсов и нулей пере-

даточной функции от масс; 
 более простая реализация и исследование из-за отсутствия степеней 

при р выше первой в знаменателе передаточной функции; 
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 возможность дальнейшего преобразования и упрощения из-за отсут-
ствия слагаемых в знаменателе. 

Недостатки полученной передаточной функции: 
 наличие гиперболических функций; 
 наличие дифференцирующего звена. 
Графическое представление НУ с выделенным вспомогательным 

устройством представлено на рис. 2. 
 

                    vx(р)                                                                                              v(р) 

 
 

Рис. 2. Графическое представление НУ: vx(р) – скорость движения для произвольного сечения; 
v(р) – скорость движения для начального сечения; Wk(x, p) – дополнительная передаточная 

функция; 2 – относительная масса груза; p  – нормированный оператор Лапласа 
 

Fig. 2. Graphical representation of MD: vx(p) – speed of movement for an arbitrary section;  
v(p) – speed of movement for the initial section; Wk(x, p)  – additional transfer function;  

2 – relative weight of the load; p  – normalized Laplace operator 

 
Для реализации условной обратной связи при построении замкнутой 

системы управления по промежуточной координате для СРП точка под-
ключения условно выбирается в точке положения груза. 

НУ преобразует сигнал скорости для начального сечения в сигнал ско-
рости груза, что позволяет реализовать замкнутую систему управления по 
промежуточной координате для управления электроприводом с СРП при 
реальном отсутствии обратной связи. 

Для исследования электромеханических характеристик СРП разрабо- 
тана экспериментальная установка со следующими параметрами [18]:  
1 = 0,87, 2 = 0,46, а = 23,5 м/c, Lmax – 7 м.  

Нормированный оператор Лапласа для экспериментальной установки 
 

ṕ = p·7/25 = 0,3·p.    (7) 
 

Передаточные функции (2) и (3) являются сложными гиперболически-
ми функциями, преобразование которых практически невозможно. Лога-
рифмическая амплитудно-частотная характеристика (ЛАЧХ) этих функций 
носит явно выраженный резонансный характер. Вид каждого резонанса сов-
падает с видом резонанса самого простого резонансного звена 1/(p2 + ω2).  
Выполним аппроксимацию передаточной функции (2) на произведение 
звеньев 1/(p2 + ω2) для резонансов и (p2 + ω2) для антирезонансов способом, 
который описан в [17]. Данный способ позволяет выполнить аппроксима-
цию, зная только ЛАЧХ. 

(–)

Wk(x, p)2 p  
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В MathCad построены ЛАЧХ исходной передаточной функции (2) до  
и после аппроксимации. 

 
 

 
       0,1                                                           1,0                        ω, рад/с                       10 
 

ЛАЧХ передаточной функции (2) до аппроксимации 
--- ЛАЧХ передаточной функции (2) после аппроксимации 

 

Рис. 3. Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика передаточной функции 
 

Fig. 3. Transfer function logarithmic amplitude-frequency characteristic 
 

В результате анализа ЛАЧХ исходной передаточной функции (2) до и 
после аппроксимации получены выводы: 

1. При резонансной частоте ЛАЧХ передаточной функции до и после 
замены совпадают полностью. 

2. Между резонансными частотами ошибка постепенно накапливается 
по мере приближения к частотам, которые не будут учитываться при за-
мене предложенным способом. 

3. Ошибка при начальных частотах практически равна нулю и увеличи-
вается с ростом номера резонансной частоты. 

4. Этот способ аппроксимации передаточной функции не является аб-
солютно точным, но погрешность такой замены является достаточной для 
инженерных расчетов. 

Для самого простого случая m2 = 0 и единичной обратной связи выпол-
нен расчет передаточной функции с НУ по значениям, полученным для 
экспериментальной установки [19] в диапазоне [0–10] рад/с. Получены пе-
редаточные функции механической части СРП без НУ – W1(p) и механиче-
ской части СРП с НУ – W2(p): 

 

W1(p) = (p2 + 1,852)(p2 + 5,52)/[2,25·p(p2 + 0,632)·(p2 + 1,32)(p2 + 3,82)  
 

 (p2 + 52)](p2 + 6,62)/[(p2 + 6,12)(p2 + 7,62) (p2 + 8,82)],         (8) 
 

W2(p) = (p2 + 1,852)(p2 + 5,52)/[2,25·p(p2 + 1,74·p + 0,632)(p2 + 1,32)   
 

 (p2 + 3,82) (p2 + 52)](p2 + 6,62)/[(p2 + 6,12)(p2 + 7,62) (p 2+ 8,82)] .     (9) 

 
Результаты моделирования  

 

Выполнено моделирование в MathCad передаточных функций W1(p)  
и W2(p). На рис. 4 тонкой линией показана ЛАЧХ механической части СРП 
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без НУ W1(p), а сплошной – ЛАЧХ механической части СРП с НУ W2(p), 
полученные по параметрам экспериментальной установки. 

 

 
               0,1                                                   1,0                   ω, рад/с                     10 

 

Рис. 4. Логарифмическая амплитудно-частотная характеристика механической части  
системы с распределенными параметрами 

 

Fig. 4. Logarithmic amplitude-frequency characteristic оf the mechanical part  
of a system with distributed parameters 

 
Первый резонанс в исследуемой СРП для экспериментальной установки 

без НУ находится на частоте 0,63/ (2  3,14) = 1 Гц, а в СРП с НУ на часто- 
те 1,31/(2  3,14) = 2 Гц.  Увеличение  полосы  пропускания  ЭП (2/1 = 2)  
в два раза. Получается, что сглаживание первого резонанса (наиболее 
опасного) происходит при применении НУ, которое имитирует дополни-
тельный контур [20, 21].  

Использование резонансного регулятора скорости, учитывающего 
первую резонансную частоту, более сложное, чем НУ, так как резонансные 
частоты при работе изменяются, потребуется усложнение резонансного 
регулятора, а в НУ это выполняется само собой. 

При изменении массы и положения груза для расчета спектра резонанс-
ных частот СРП может быть использована программа [22]. 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Применение наблюдающего устройства в системе управления для 
электромеханической системы с распределенными параметрами в механи-
ческой части позволяет реализовать замкнутую систему управления без 
непосредственного измерения конечной координаты. 

2. Применение наблюдающего устройства позволяет увеличить полосу 
пропускания и, следовательно, быстродействие электропривода. 

3. Способ реализации замкнутой системы управления заключается в 
следующем: 

 определяются необходимые параметры наблюдающего устройства 
(расстояние между центром массы 1 и грузом, расстояние между центрами 
масс СРП, относительная координата выходной точки (груза), относитель-
ная масса груза, скорость распространения колебаний, нормированный 
оператор Лапласа); 

 по (5) и (6) реализуется наблюдающее устройство для перемещающе-
гося груза. 
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4. Разработанный способ реализации замкнутой системы управления 
может использоваться для электроприводов грузоподъемных устройств 
или в длинных линиях электропередач. 
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