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УДК 517.925 
 

К левосторонней регуляризации периодической краевой задачи  
для системы матричных дифференциальных уравнений Риккати  

Д. В. Роголев 
 

Выведены коэффициентные достаточные условия однозначной разрешимости пе-
риодической краевой задачи для системы матричных дифференциальных уравнений 
Риккати. Дан алгоритм с неявной вычислительной схемой построения решения и 
изучены вопросы сходимости, скорости сходимости.  
Ключевые слова: матричное уравнение Риккати, периодическая краевая задача, ре-
гуляризация. 

On left-handed regularization of a periodic boundary value problem  
for the system of matrix Riccati differential equations  

D. V. Rogolev 
 

Coefficient sufficient conditions for the unique solvability of a periodic boundary value 
problem for the system of matrix Riccati differential equations are obtained. An algorithm 
with an implicit computational scheme for constructing a solution is given, and the issues of 
convergence and rate of convergence are studied. 
Keywords: matrix Riccati equation, periodic boundary value problem, regularization. 

Рассмотрим краевую задачу типа [1–4] 

  1 , , ,dX G t X Y
dt

  (1) 

  2 , , ,dY G t X Y
dt

  (2) 

    0X X  , (3) 
    0Y Y  , (4) 

где  
            1 1 1 1 1 2, ,G t X Y A t X D t XB t X S t X S t Y    

     2 2
1 2 1С t X X С t F t   , 

            2 2 2 2 1 2, ,G t X Y A t Y D t YB t Y P t X P t Y    

     2 2
1 2 2 ;Q t Y Y Q t F t    

с коэффициентами класса  , n nI   ,  , , n n n nt X Y I      ;  0,I   , 0.  
Матричные дифференциальные уравнения Ляпунова, Риккати и их обобщения 

относятся к многомерным системам специального вида. Эти уравнения играют 
важную роль в теории и приложениях дифференциальных уравнений [1, 5–8 и др.].  
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Примем следующие обозначения:  

  1 2, , :0 , ,D t X Y t X Y       ,    
0i iA A d  

   ,  1
i iA   , 

 maxi it
A t ,  maxi it

B t ,  maxi it
d D t ,  maxi it

S t ,  maxi it
P t , 

 maxi it
C t ,  maxi it

Q t ,  maxi it
h F t , 

  2
11 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2

1 2
2

q d      
            

  1 1 1 1 2 1 2 22d      
        , 12 1 2 1 1

1 1
2

q    
 

     , 

21 2 1 2 2
1 1
2

q    
 

      ,   2
22 2 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2

1 2
2

q d      
            

  2 2 1 1 2 1 2 22d      
        , 

где  0,t  , 1 2, 0  . 
Задачу (1)–(4) изучаем с помощью конструктивного метода [9] 

в конечномерной банаховой алгебре ( )nB  непрерывных матриц-функций 
с нормой  max

C t
T T t , где   – определенная норма матриц в этой алгебре, 

например, любая из норм, приведенных в [10, с. 21],  , n nIT   . Предлагае-
мая работа является развитием и обобщением [2–4]. 
Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 

1) det 0iA    1,2i  ,  (5) 

2)     2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1

1
2

d h          
              

  2
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1d h       


           ,                    (6) 

   2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2

1
2

d h          
              

  2
2 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2 2d h       


           , 

3)  11 1q  ,  det 0E Q  ,  (7) 
где  1,1E diag ,  ijQ q . 
Тогда задача (1)–(4) однозначно разрешима в области D . 
Доказательство. Сначала сведем задачу (1)–(4) с помощью регуляризатора  

                 
0 0 0 0

t

t
A Z d A d Z t A d dZ A d dZ        

    


           , 

где  1 2,A A A ,  ,Z X Y , к эквивалентной интегральной задаче типа [2–4] 
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           1
1 1 1

0 0

, ,
t

X t A A d G X Y d
     
  
 



        

       1 1 , ,
t

A d G X Y d
 

  
 
 
 



       

         1 1
0

, ,G X Y A X d


    





      ,       (8) 

           1
2 2 2

0 0

, ,
t

Y t A A d G X Y d
     
  
 



        

       2 2 , ,
t

A d G X Y d
 

  
 
 
 



       

         2 2
0

, ,G X Y A Y d


    





      .   (9) 

Запишем систему (8), (9) в операторном виде 
  1 ,X X Y  ,  2 ,Y X Y  , (10) 

где через  1,2i i   обозначены соответствующие интегральные операторы в 
(8), (9). Эти операторы действуют из   в 1  на множестве 

     , : ,
C C

X t Y t X Y  . 
Для исследования разрешимости системы (10) воспользуемся модификацией 

[9, §3.4] обобщенного принципа Каччопполи – Банаха [11, с. 94] на множестве 
     1 2, : ,

C C
D X t Y t X Y      с использованием условий 2), 3) данной 
теоремы. 
В работе [4] решение системы (10) строится классическим методом последо-

вательных приближений (см., например, [12, c. 605]) 
  1 1 ,k k kX X Y  , (11) 
  1 2 ,k k kY X Y   0,1,2,...k  , (12) 

где 0X , 0Y  – произвольные матричные функции класса  0,  , принадлежащие 
множеству D . 
Однако решения, построенные по алгоритму (11), (12), не обязаны относить-

ся к классу допустимых функций. Под допустимыми функциями понимаем 
функции из пространства 1 , удовлетворяющие условиям (3), (4). 
Для получения приближений в классе допустимых функций воспользуемся 

алгоритмом типа [4], который в дифференциальной форме имеет вид 

  1
1 , , ,k

k k
dX G t X Y

dt
   (13) 
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 1
2 , , ,k

k k
dY G t X Y

dt
                                          (14) 

   1 10k kX X   ,                                       (15) 
    1 10k kY Y   , 0,1,2,...k  , (16) 

где в качестве начального приближения 0X , 0Y  приняты постоянные матрицы, 
определяемые на основе (13), (14) при 0k   из соответствующих условий  
(15), (16) для приближения  1 ,X t   1Y t ,  

  1 0 00
, , 0,G X Y d 


     2 0 00

, , 0.G X Y d 


    
Используя приведенный регуляризатор, от (13)–(16) перейдем к соответст-

вующим рекуррентным интегральным соотношениям  

           1
1 1 1 1 1

0 0

, ,
t

k k kX t A A d G X Y d
 

     
  
 



        

       1 1 1 1, ,k k
t

A d G X Y d 

 
  
 
 
 



       

         1 1
0

, ,k k kG X Y A X d


    





      , (17) 

           1
2 2 2 1 1

0 0

, ,
t

k k kY t A A d G X Y d
 

     
  
 



        

       2 2 1 1, ,k k
t

A d G X Y d 

 
  
 
 
 



       

         2 2
0

, ,k k kG X Y A Y d


    





      , 1,2,...k   (18) 

Исследованы вопросы сходимости, скорости сходимости алгоритма (17), (18)
, при этом получена оценка 

   1
0

i
iZ E H H Z  , 0,1,2,...i  , (19) 

где  
i C

i
i C

X X
Z

Y Y
 

    
 , 1 0

0
1 0

C

C

X X
Z

Y Y
 

    
,    1

H E Q Q Q


    ,  ijQ q  ;  

здесь  11 1 1 1 1 2 22 ,q            12 1 2 1q     , 21 2 1 2q     , 
 22 2 2 1 1 2 22q           . 
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