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К решению задачи о тепловом пограничном слое  
в ламинарном течении  

 
В. Н. Лаптинский, А. А. Романенко 

 
Выполнены расчеты толщины теплового пограничного слоя при ламинарном об-

текании плоской нагретой пластины потоком охладителя, основанные как на точ-
ных численных, так и на приближенных решениях гидродинамического уравнения. 
Проведен сравнительный анализ погрешностей полученных результатов.  
Ключевые слова: автомодельная задача, ламинарное течение, динамический 
и тепловой пограничные слои. 

 
To the solution of the problem of the thermal boundary layer  

in laminar flow  
 

V. N. Laptinskii, A. A. Romanenko  
 

Calculations of the thickness of the thermal boundary layer in the laminar flow around a 
flat heated plate by a coolant flow are performed, based on both exact numerical and ap-
proximate solutions of the hydrodynamic equation. A comparative analysis of the errors in 
the obtained results was carried out. 
Keywords: self-similar problem, laminar flow, dynamic and thermal boundary layers. 

 
Решение задачи о тепловом пограничном слое в ламинарном течении нахо-

дится из системы соотношений  

 21 1 0
2

mf f f m f      ,                                      (1) 

 1Pr 1 0
2

m f f           
,                                   (2) 

с краевыми условиями  
     0 0 0, 1f f f     ,                                          (3) 

   0 0, 1     ,                                                (4) 
в которых приняты обозначения в основном из [1, 2].  
За толщину теплового пограничного слоя принимается расстояние от стенки 

пластины, при котором безразмерная температура    ст стT T T T     прини-
мает значение 0,99  и описывается формулой [1] 
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где  T m   значение безразмерной переменной  , определяемое в соответст-
вии с принятой точностью 0.99  .  
Рассмотрим случай, когда температура стенки стT T a x 

   постоянная  0  ; 
тогда уравнение (2) примет вид  

1Pr 0
2

m f     .     (6) 

Решение краевой задачи для уравнения (6) с условиями (4) имеет вид  

   
0 0 0 0

1 1exp Pr exp Pr
2 2

m mf z dz d f z dz d
                

   
    .     (7) 

На основе соотношения (7) изучим решение задачи (2), (4) при различных 
значениях параметра m и с различными числами Прандтля P r . При этом ис-
пользуются как точные численные решения задачи (1), (3), так и приближенные 
аналитические выражения для функции    ,f z f z m . В работах [3–5] приве-
дены приближенные решения задачи (1), (2), основанные на итерационном ал-
горитме для 0 1m  , а также более простые, но эффективные (в смысле про-
стоты и точности) приближенные решения, основанные на различных разложе-
ниях  f z  в ряд Маклорена, но для  0,1 3m .  
Приближенные аналитические методы решения задач (особенно задач, со-

держащих несколько параметров) предпочтительнее численных с точки зрения 
качественного анализа и даже вычислений. В отличие от численных, аналити-
ческие методы решения могут служить основой для получения инженерных 
формул при решении соответствующих прикладных задач.  
В работах [3, 4] предложен и развит метод построения приближенных анали-

тических решений задачи (1), (3), согласно которому функция  ,f m  отыски-
вается в виде  
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 
   .   (8) 

Подход основан на использовании вспомогательной функции  , m    , 
представляющей собой решение задачи [5] 
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где  1 2a m  , b m ,  0,f m  .  
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Представляя решение (9), т. е. функцию  ,m   в виде ряда Маклорена по 
переменной , методом последовательного дифференцирования с учетом на-
чальных условий в (3), (10) на основании (8) для функции  ,f m  получаем 
приближение [6] 

     
2 32 3

0

, exp 2 2
2! 3!

b b bf m a b d
                                     
 , (12) 

где значения   вычисляются из уравнения  
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 ,  (13) 

достаточно простое и обеспечивает точность до 3 % для функции  ,f m  и ее 
первых двух производных. Недостатком этого приближения является неполно-
та промежутка изменения m:  0,1 3m .  
В работе [7] этот недостаток устранен построением комплексного приближе-

ния для  ,f m , которое применимо для 0 1m  ; оно имеет вид 
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(14) 

 
При этом для  0,1 3m  значения   вычисляются из уравнения (13), а для 
 1 3,1m   – из уравнения  
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               

 . (15) 

В (13), (15) вместо   принято 8.8   [1].  
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Комплексное приближение (12)–(15) вполне приемлемо, поскольку позволяет 
строить решение на всем промежутке 0 1m  , при этом с точностью до 3 % 
для  0,1 3m  и до 1 % – для  1 3,1m  . 
В таблице приведены результаты расчетов величины  T T im     с использо-

ванием точных численных решений задачи (1), (3) и приближенных решений 
основанных на приближении (12) – (15) для постоянной температуры стенки 

 ст const 100 Pr 1,75T C    и различных значений параметра m. Параметр m 

связан с углом   атаки потока на пластину соотношением m 



 

0 , 0 1
2

m      
 

. 

 
Значения величины  T T im     для различных углов атаки  

  m 



 

 T im  
На основе 

 численного  
решения  
(1), (3) 

На основе  
приближения (12) –

 (15) 

Относительные 
погрешности (%) 

0 0 3.989 3.951 0.95 
0.05  0.0526… 3.752 3.725 0.72 
0.1  0.111… 3.559 3.540 0.53 
0.15  0.176… 3.392 3.378 0.41 
0.2  0.25 3.238 3.229 0.28 
0.245  0.324… 3.108 3.102 0.19 
0.25  0.333… 3.094 3.090 0.13 
0.3  0.428… 2.955 2.950 0.17 
0.35  0.538… 2.820 2.815 0.18 
0.4  0.666… 2.686 2.681 0.19 
0.45  0.818… 2.552 2.547 0.20 
0.5  1.0 2.416 2.410 0.24 
 
Из таблицы видно, что относительные погрешности приближенных решений 

не превышают одного процента. 
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