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Конструктивный анализ многоточечной краевой задачи 
для матричного уравнения Ляпунова  

(правосторонняя регуляризация)  
 

А. Н. Бондарев 
 

Установлены коэффициентные достаточные условия существования 
и единственности решения многоточечной краевой задачи для матричного уравнения 
Ляпунова на основе правосторонней регуляризации и соответствующей декомпозиции 
коэффициентов. Для построения решения используется алгоритм с вычислительной 
схемой классического метода последовательных приближений. 
Ключевые слова: матричное уравнение Ляпунова, многоточечная краевая задача, 
однозначная разрешимость, алгоритм, сходимость. 
 

Constructive analysis of the multipoint boundary value problem  
for the Lyapunov matrix equation (right-sided regularization)  

 
A. N. Bondarev 

 
Coefficient sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution to the 

multipoint boundary value problem for the Lyapunov matrix equation are established on the 
basis of right-sided regularization and the corresponding decomposition of the coefficients. 
To construct the solution, an algorithm with the computational scheme of the classical me-
thod of successive approximations is used. 
Keywords: lyapunov matrix equation, multipoint boundary value problem, unique solva-
bility, algorithm, convergence. 

 
Объектом исследования является краевая задача 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , (1)n mdX A t XA t P t XP t Q t XQ t XB t F t X
dt

       

 1 2
1

( ) 0, 0 ... , (2)
k

i i k
i

M X t t t t 


       

где ( )jA t , ( )jP t , ( )jQ t , ( )B t , ( )F t  – матрицы класса [0, ]C   соответствующих 
размерностей, iM  – заданные постоянные ( )n n -матрицы, 1, 2j  . 
В предлагаемой работе, являющейся продолжением, развитием и обобщени-

ем [1–3], задача (1), (2) исследуется в банаховом пространстве C  непрерывных 
матриц-функций с нормой 

[0, ]
max ( )C t

X X t


  на основе декомпозиции (расщеп-

ления) матрицы ( )B t  в виде [1, 3] 
 1 2( ) ( ) ( ),B t B t B t                                                 (3) 
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где матрицы 1( )B t , 2 ( )B t  выбираются по определенной методике, например со-
гласно [4, гл. 1]. Универсальным является расщепление, когда в качестве 1( )B t  
принимается главная диагональ матрицы ( )B t . 
Используемая декомпозиция (3) для определенного типа краевых задач может 

быть более эффективной, чем левосторонняя. Это относится и к одновременной 
декомпозиции матриц ( )A t , ( )B t . Выбор декомпозиции зависит не только от ал-
гебраических, но и от функциональных свойств этих матриц. 
Введем следующие обозначения: 
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где [0, ]t  ,   – определенная норма матриц, например, любая из норм, при-
веденных в [5, с. 21],   – линейный матричный оператор типа [6], 
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  ; ( )i iV V t , ( )V t  – фундаментальная матрица уравнения 

 1( ).dV VB t
dt

                                                     (4) 

Теорема. Пусть оператор   однозначно обратим. Тогда при выполнении ус-
ловия 1q   задача (1), (2) однозначно разрешима; ее решение ( )X t  представи-
мо как предел равномерно сходящейся последо вательности матричных функ-
ций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением и удовлетво-
ряющих условию (2), при этом справедлива оценка 
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                                                    (5) 

Доказательство. С помощью методики, используемой в [1, 3], на основе (4) 
получим интегральную задачу 
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                         (6) 

эквивалентную (1), (2). 
Уравнение (6) относится к типу уравнений, рассмотренных в [1–3] (см. также 

[6]). Оператор   встречается при изучении краевых задач для многомерных 
дифференциальных систем; в случае двухточечных задач он сравнительно хо-
рошо изучен. Для оператора 1  в научной литературе в общем случае нет эф-
фективного представления. Формальные способы построения 1  предложены 
в работе [6]. 
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Анализ уравнения (6) выполним на основе принципа сжимающих отображе-
ний [7], используя классический метод последовательных приближений 
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где в качестве начального приближения принимаем произвольную матрицу 
0 )[0 ]( ) ( , , n mX t C    . Легко видеть, что алгоритм (7) определяет последова-

тельность 1
1{ ( )} ( )[0, ], n m

pX t C    . 
Несомненным достоинством каждого алгоритма такого типа является при-

надлежность классу допустимых функций всех последовательных приближе-
ний. Под допустимыми функциями понимаем функции класса 1 )[0, ]( , n mC   , 
удовлетворяющие условию (2). 
Докажем, что функции ( )pX t  являются допустимыми. На основе (7) получим 
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Стало быть, имеем соотношение 
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Используя (8), получим 
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На основе (9) запишем формулу (7) в следующем виде: 
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В результате интегрирования по частям в (10) и последующих упрощений 
получим 
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Таким образом, все члены последовательности 1{ ( )}pX t   относятся к классу 
допустимых функций. 
Для изучения сходимости построенной последовательности будем использо-

вать известный прием (см., например, [7, 8]), согласно которому рассматриваем 
ряд 

 0 1 0 1( ) ( ( ) ( )) ... ( ( ) ( )) ...p pX t X t X t X t X t                      (11) 
Равномерную сходимость по [0, ]t   ряда (11) докажем на основе построе-

ния соответствующего мажорантного сходящегося числового ряда. 
Из (7) имеем 
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Выполнив оценки по норме в (12), получим рекуррентную оценку типа [1] 
 1 1 , 1, 2, ...p p p pC CX X q X X p                              (13) 

Используя (13), имеем явную оценку 
 1 1 0 , 1, 2, ...,p

p p CCX X q X X p                          (14) 
при этом 

 1 0 0 0( ) .C CX X X X  L                                    (15) 
Для выбора начального приближения 0X  не существует универсальных ме-

тодик. В каждой задаче это осуществляется индивидуально на основе анализа 
правой части (15). 
Используя (14), нетрудно установить с помощью соответствующей методики 

(например, [7, 8]), что ряд (11), а значит и последовательность 0{ }rX  , сходится 
равномерно по [0, ]t   к решению интегрального уравнения (6), при этом 
справедлива оценка 
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На основе (16) имеем оценку области локализации решения ( )X t , опреде-
ляемую согласно алгоритму (7), 
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Грубую, но явную, оценку для 1 0 CX X  можно получить на основе (15),  
поскольку 
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0 0 0 0 0( ) (1 ) .C C C CX X q X N X q X N      L  
Очевидно, приближение 0 ( ) 0X t   существенно упрощает не только вычис-

ление приближений по алгоритму (7), но и оценки (5), (16), (17), при этом 
1 (0) .C CX  L  

Выведем оценку для (0) CL : 
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Получением оценки (18) доказательство теоремы завершено. 
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