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УДК 517.925  
 

К анализу разрешимости и построению решения 
краевой задачи Валле-Пуссена  

для нелинейного матричного уравнения Ляпунова второго порядка  
 

А. И. Кашпар 
 
С помощью метода регуляризации выведены достаточные условия существования 

и единственности решения задачи Валле-Пуссена для нелинейного матричного урав-
нения Ляпунова второго порядка. Предложен итерационный алгоритм построения 
решения с вычислительной схемой классического метода последовательных прибли-
жений. 
Ключевые слова: матричное дифференциальное уравнение, краевая задача Валле-
Пуссена, однозначная разрешимость, алгоритм построения решения. 
 

On the analysis of solvability and the construction of a solution  
to the boundary problem de la Valle Poussin for a nonlinear matrix  

equation Lyapunov second order  
 

A. I. Kashpar  
 
Using the regularization method, sufficient conditions for the existence and uniqueness of 

a solution to the de la Vallée-Poussin problem for a nonlinear matrix Lyapunov equation of 
the second order are derived. An iterative algorithm for constructing a solution using a 
computational scheme of the classical method of successive approximations is proposed. 
Keywords: matrix differential equation, boundary value problem de la Vallée-Poussin, 
unique solvability, algorithm for constructing a solution. 

 
Рассмотрим обобщение задачи [1–5] 
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где      1, , , , , , , ( , , ) : , ,n n n n

i i I D D t t I      A B С D F X Y X      

2 , ( / ), 1,2; ,d dt i  Y Y X M N  – заданные вещественные матрицы. 
Предположим также, что нелинейная функция ( , , )tF X Y  типа [6] удовлетворяет 
относительно ,X Y  в области D  условию Липшица (локально); 

 0 , 0,i I     . 
В предлагаемой работе, являющейся продолжением и обобщением [1–5], на 

основе применения метода [7] задача (1), (2) изучается в конечномерной бана-
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ховой алгебре ( )n  непрерывных матриц-функций с нормой max ( )
C t I

t


X X , 

где   – норма матриц в рамках определения этой алгебры, например, одна из 
норм, приведенных в [8, с. 21]. С помощью метода регуляризации выведены 
достаточные условия однозначной разрешимости задачи (1), (2), представлен-
ные в ее терминах. Предложен итерационный алгоритм построения решения с 
вычислительной схемой классического метода последовательных приближе-
ний. 
Вместо задачи (1), (2) рассмотрим эквивалентную ей задачу  
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 (0) , ( ) . X M X N                                         (4) 
Введем следующие обозначения: 
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1 1( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ),s s s s     U VK U U K V V  

где 0 ; 1,2i i i =    ; ( )tU , ( )tV  – интегральные матрицы уравнений 
( )d dt tU A U  ( (0) U E ), ( )d dt tV VB  ( (0) V E ), E – единичная матрица; 
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t d t t t      UV UVP U Φ N M V Q U Φ N M V ; Φ  – ли-

нейный оператор,  
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1 2( , ), ( 1,2)i iL L i    – постоянные Липшица для ( , , )tF X Y  в области G ; 1 2,   
– интегральные операторы 
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Оператор Φ  имеет известный матричный аналог [1]. Способы построения 
1Φ  и оценки для 1Φ  даны в [9]. 
С помощью метода регуляризации [7] задача (1), (2) сведена к эквивалентной 

интегральной задаче 
 1( ) ( ) ( , )t t  UVX M P X Y ,                                        (8) 

 2( ) ( ) ( , )t t UVY Q X Y .                                         (9) 
На основе применения модификации [7, § 3.4] обобщенного принципа сжи-

мающих отображений [10, с. 94] доказана теорема. 
Теорема. Пусть оператор Φ  однозначно обратим и выполнены условия 

 1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 2 2, ,p q h p q h                                      (10) 
 1 2 1.p q                                                   (11) 

Тогда задача (3), (4) однозначно разрешима в области G , при этом справед-
лива оценка 

 1( ) Z E P H .                                                  (12) 
В случае когда ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,i it t t t   A B C D  для соответствующей 

векторной задачи [11, c. 496] имеет место следствие, аналогичное [1, 2]. 
Для построения решения задачи (3), (4) воспользуемся классическим мето-

дом последовательных приближений (см., например, [12, с. 606]) 
 1 1 1( ) ( ) ( , ),m m mt t    UVX M P X Y                                  (13) 

 2 1 1( ) ( ) ( , )m m mt t   UVY Q X Y , 1,2,...,m                           (14) 

где в качестве начального приближения  0 0( ), ( )t tX Y  принимаем произвольные 
матрицы класса  , n nI   , принадлежащие множеству G .  
Используя условие (5), можно показать, что все приближения, определяемые 

алгоритмом (13), (14), принадлежат множеству G . По методике [1] установле-
но, что эти приближения удовлетворяют условиям (2).  
Далее изучим вопросы сходимости, скорости сходимости последовательно-

сти  0
( ), ( )m mt t X Y , построенной по алгоритму (13), (14). Используя известный 

прием (см., например, [13, с.54]), эти вопросы заменим эквивалентным вопро-
сом сходимости матричных рядов 

    0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )m mt t t t t     X X X X X  ,              (15) 
    0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )m mt t t t t     Y Y Y Y Y                 (16) 

Построим для рядов (15), (16) соответствующие мажорантные числовые ря-
ды. На основе (13), (14) имеем 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( , ) ( , )m m m m m mt t    X X X Y X Y  ,                        (17) 
 1 2 2 1 1( ) ( ) ( , ) ( , )m m m m m mt t    Y Y X Y X Y  .                        (18) 
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Выполнив оценки по норме в (17), (18), получим рекуррентные оценки 
 1 0 , 1, 2,m

m m m  Z PZ P Z  ,                                (19) 
где  1 1( ) ( ) , ( ) ( ) , 0,1,2,k k k k kC C

colon t t t t k    Z X X Y Y    
С использованием оценки (19) можно доказать, что ряды (15), (16) сходятся 

равномерно по t I  к функциям ( ), ( )t tX Y , представляющим собой решение 
системы интегральных уравнений (8), (9). На основе (19) получена оценка по-
грешностей для приближенных решений  ( ), ( )m mt tX Y  системы (8), (9)  

  1
0,m

m
 Z E P P Z . 

где  ,m m mC C
colon  Z X X Y Y .  

Аналогично имеем оценку области локализации решения задачи (3), (4), оп-
ределяемую на основе алгоритма (13), (14), 

   1
0 0 ,  Z Z E P Z                                              (20) 

где  0 0 0,colonZ X Y . 
Полагая 0 00, 0 X Y , из оценки (20) имеем оценку (12), при этом 

0 00, Z Z H . 
При решении конкретных задач выбор начального приближения определяет-

ся на основе анализа структуры правой части уравнения (1). 
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