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Введение 
 

Эффективность управляемого дви-
жения, курсовая устойчивость и уп-
равляемость многоосных грузовых ко-
лесных машин существенно зависят от 
их массогеометрических параметров, 
упругодиссипативных характеристик 
подвески и шин, а также от положения 
линии мгновенных центров поворота их 
управляемых колес [1–3]. 

В работе для оценки влияния по-
ложения указанной линии на перечис-
ленные показатели разработаны имита-
ционная математическая модель и со-
ответствующее программное обеспече-
ние (ПО). Разработанное ПО позволяет 
выполнять расчетные исследования уп-
равляемого курсового движения грузо-
вых трехосных колесных машин по 
недеформируемой опорной поверхности 
со случайным макро- и микропрофилем, 
а также оценить влияние основных мас-
согеометрических параметров, упруго-
диссипативных характеристик подвески 
и шин на курсовую устойчивость и 
управляемость названных машин. 

Основная часть 
 

Возникающие при курсовом дви-
жении колесных машин боковые реак-
ции опорной поверхности на их шины 
зависят от кривизны траектории движе-
ния и вертикальных реакций дороги. 
Поэтому разрабатываемые имитацион-
ные математические модели курсового 
движения названных машин должны 
содержать не только уравнения курсо-
вого движения, но и уравнения верти-
кальной динамики подрессоренной и 
неподрессоренных масс, необходимые 
для определения боковых составляю-
щих указанных вертикальных реакций. 

При управляемом курсовом дви-
жении колесных машин без бокового 
проскальзывания шин нормали к их 
вертикальным плоскостям должны пе-
ресекаться в одной точке на линии 
мгновенных центров поворота – точке О 
(рис. 1). 

Указанная линия перпендикулярна 
центральной продольной оси остова 
колесной машины, а эффективность ее 
управляемого курсового движения за-
висит от положения указанной линии, 
которая определяется соотношением 
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углов поворота управляемых колес ее 
передней, средней и задней осей при 

выполнении криволинейного движения. 
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Рис. 1. Расчетная схема курсового движения трехосной колесной машины 

 
 
В расчетной схеме (см. рис. 1) 

используются следующие независимые 
обобщенные координаты: xc, yc, zc – 
перемещения центра масс колесной 
машины по продольной 0Х, попереч- 
ной 0У и вертикальной 0Z осям; z1…z6 – 
вертикальные перемещения центров 
неподрессоренных масс (колес); , Ψ,  
Փ – курсовой угол, углы бокового крена 
и тангажа остова; λ1…λ6 – углы увода 
шин колес. 

Параметры l1, l2, l3, lmc – это мас-
согеометрические параметры, опреде-
ляющие расстояния от центра масс ко-

лесной машины до центров ее передней, 
средней, задней осей и до точки проек-
ции нормали из точки О на продольную 
ось колесной машины; ϴ1…ϴ6 – углы 
поворота управляемых колес вокруг их 
вертикальных осей; dk1, dk2, dk3, dk4, dk5, 
dk6 – левая и правая половины ширины 
колеи передней, средней и задней осей; 
v1…v6 – линейные продольные скорости 
перемещения центров колес. 

Поскольку разрабатываемая мате-
матическая модель содержит два ком-
понента – курсовое движение и вер-
тикальная динамика, то для вывода ди-
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намических уравнений ее курсового дви-
жения использовалась также расчетная 

схема вертикальной динамики (рис. 2). 

 
 

 

Рис. 2. Расчетная схема вертикальной динамики трехосной колесной машины 
 
 

Приведенные на рис. 2 обозначе-
ния соответствуют упругим и диссипа-
тивным характеристикам шин: C1…C6 – 
нормальные жесткости шин; Ct1…Ct6 – 
тангенциальные жесткости шин; 
Cp1…Cp6 – жесткости элементов под-
вески; k1…k6 – нормальные демпфиро-
вания шин; kt1…kt6 – тангенциальные 
демпфирования шин; kp1…kp6 – демп-
фирования элементов подвески. 

В обозначениях параметров и 
обобщенных координат расчетных схем 
нечетные индексы относятся к левому 
борту машины, а четные – к правому. 

Приведенная на рис. 1 расчетная 
схема использовалась для вывода урав-
нений курсового движения и кине-
матических связей шин колес с опорной 
поверхностью, а расчетная схема, пред-
ставленная на рис. 2, – для вывода урав-
нений вертикальной динамики и вычис-
ления нормальных реакций опорной по-
верхности и упругих сил в аморти-
заторах колесной машины, а также для 
вывода динамических уравнений про-

дольно- и поперечно-угловых переме-
щений ее подрессоренной массы. 

Для вычисления боковых реакций 
опорной поверхности на шины колес 
колесной машины были получены урав-
нения их кинематических связей с по-
верхностью дороги, разработанные на 
основе расчетной схемы ее курсового 
движения, представленной на рис. 1. 

При движении колесной машины 
по реальным дорогам ее остов соверша-
ет продольно-поперечные и вертикаль-
ные колебания, в результате чего изме-
няются сцепления шин ее колес с опор-
ной поверхностью. Указанные сцепле-
ния влияют на боковые скольжения 
шин, особенно при криволинейном дви-
жении. Поэтому, как отмечалось выше, 
для повышения точности имитационно-
го моделирования управляемого курсо-
вого движения колесной машины ее ма-
тематическая модель, кроме уравнений 
курсового движения, содержит уравне-
ния вертикальной динамики. 

Таким образом, разработанная ма-
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тематическая модель курсового движе-
ния трехосной колесной машины разра-
ботана с учетом продольно-поперечных, 
вертикальных и угловых колебаний ее 
остова, а также вертикальных колеба-
ний колес. 

Технология разработки таких ими-
тационных моделей подробно рассмот-

рена в [4, 5]. 
Разработанная имитационная ма-

тематическая модель курсового дви-
жения трехосной колесной машины со 
всеми управляемыми колесами пред-
ставлена в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 
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Индекс j в последнем уравнении 

системы (1) принимает следующие зна-
чения: при i = 1 и i = 2 индекс j = 1;  при 
i = 3 и i = 4 индекс j = 2; при i = 4  
и i = 5 индекс j = 3. 

Центробежная сила, действующая 
относительно продольной оси, прохо-
дящей через центр масс автомобиля, 
вычислялась по формуле 

trcc rmvF /2 , 
 

где vc, rtr – продольная скорость и ра-
диус криволинейной траектории движе-
ния колесной машины. 

Приведенная система дифферен-
циальных уравнений (1) объединяет 
уравнения курсового движения – пер-
вое–третье уравнения, вертикальной 
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динамики – четвертое-пятое; продоль-
но- и поперечно-угловых колебаний 
подрессоренной массы – шестое и седь-
мое, а также уравнения кинематических 
связей шин колес машины с опорной 
поверхностью – последнее уравнение, 
используемое для вычисления углов 
увода шин каждого колеса. 

Для вычисления действующих в 
пятнах контактов шин колес с опорной 
поверхностью боковых реакций Yi опор-
ной поверхности, определяющих харак-
тер курсового движения колесной ма-
шины, использовалась формула 

 

δ , 1...6,i i iY ku i             (2) 
 

где kui – коэффициент сопротивления 
боковому уводу шины i-го колеса. 

Значения коэффициентов kui зави-
сят от нормальных и тангенциальных 
сил, приложенных к колесам, давления 
воздуха в шинах, характеристик дорож-
ной поверхности и т. д. [1, 3]. 

При моделировании курсового 
движения колесной машины на про-
тяжении длительного времени значения 
коэффициентов kui необходимо уточ-
нять на каждом шаге интегрирования 
уравнений движения. 

Полученная математическая мо-
дель имитационного движения курсо-
вого движения колесной машины разра-
ботана для случая отсутствия отрыва 
шин ее колес от дорожной поверхности 
и их бокового проскальзывания при 
движении по криволинейной траек-
тории. 

Разработанный алгоритм решения 
поставленной задачи предусматривает 
ввод массогеометрических параметров 
колесной машины, упругодиссипативных 
характеристик ее элементов и значений 
начальных условий интегрирования. 

Интегрирование системы диффе-
ренциальных уравнений (1) выполня-
лось с учетом вычисляемых ординат не-
ровностей микропрофиля опорной по-
верхности, а также задаваемого закона 
изменения скорости угла поворота ру-

левого колеса, определяющего траекто-
рию движения колесной машины. 

В процессе численного интегриро-
вания уравнений движения колесной 
машины создается файл результатов 
моделирования, на основе которого 
формируются графические зависимости 
процессов ее управляемого курсового 
движения. 

Файл результатов расчетных ис-
следований представляется в виде 
строк, в каждой из которых содержатся 
такие параметры, как время интегриро-
вания, ординаты и скорости изменения 
неровностей микропрофиля дороги, 
значения обобщенных координат дина-
мических уравнений и их скоростей,  
а также значения углов увода шин ко-
лес, реакции опорной поверхности на 
шины колес и другие параметры. 

Алгоритм предусматривает также 
управление продольной скоростью дви-
жения колесной машины при выполне-
нии маневров, а также фиксацию мо-
мента начала бокового скольжения ее 
колес, если оно имеет место. 

Расчетные исследования проводи-
лись на дорогах с различными парамет-
рами микропрофиля на протяжении 
времени моделирования 400 с и более. 

По получаемым результатам стро-
ились графические зависимости изме-
нения во времени параметров курсового 
движения колесной машины, а также 
круговые траектории перемещения ее 
центра масс. На рис. 3 приведен вариант 
результатов имитационного моделиро-
вания курсового движения по круговой 
траектории со скоростью 90 км/ч по го-
ризонтальной дороге со случайным 
микропрофилем на интервале времени 
от 0 до 55 с, т. е. зависимости от време-
ни: 1–3 – продольного и поперечного 
перемещения координат центра масс 
колесной машины и изменения ее кур-
сового угла; 4–9 – углов поворота уп-
равляемых колес; 10–15 – углов уво- 
да шин. 

Из приведенного рисунка видно, 
что в течение времени моделирования 
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колесная машина совершила более двух 
оборотов (линия 3) и выдерживала за-
данную круговую траекторию движения 
радиусом 5,9 м (см. рис. 3). 

Каждый оборот движения совер-
шался за 27,5 с. После совершения каж-
дого оборота значение обобщенной ко-
ординаты  обнулялось. Как видно из 
рис. 3, в процессе моделирования ли-
нейные координаты перемещения цен-
тра масс колесной машины xc и yc опи-

сывают синусоиды с периодом 27,5 с. 
Углы поворота управляемых колес (ли-
нии 4–9) изменялись в соответствии с 
принятыми законами их изменения,  
а углы увода шин после входа колесной 
машины в режим движения по круговой 
траектории через 6 с стабилизировались 
(линии 10–15). 

На рис. 4 приведена фазовая тра-
ектория движения колесной машины по 
круговой траектории. 
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Рис. 3. Результаты имитационного моделирования управляемого курсового движения колесной 
машины со скоростью 90 км/ч по круговой траектории 

 

 

 
Рис. 4. Фазовая траектория в координатах Х0У перемещения центра масс колесной машины  

при движении ее по кругу 
 
 
Из приведенного рисунка видно, 

что движение колесной машины проис-
ходило строго по окружности без боко-
вого скольжения шин ее колес. 
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На рис. 5 приведены фазовые тра-
ектории курсового движения центра 
масс колесной машины в координатах 
Х0У с различными значениями расстоя-
ний от передней и средней осей до ли-
нии ее мгновенных центров поворота. 
Из рисунка видно, что с уменьшением 
расстояния от передней оси l1 и увели-

чением его от средней оси l2 до линии 
мгновенных центров поворота диаметр 
траектории движения колесной машины 
уменьшается. При этом при проведении 
расчетных экспериментов расстоя- 
ние (l1 + l2) между передней и средней 
осями не изменялось.  
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Рис. 5. Фазовые траектории в координатах Х0У перемещения центра масс колесной машины  
при движении ее по кругу при различных значениях расстояний от линии мгновенных центров поворота 
до передней l1 и средней l2 осей: l1 = 9 м, l2 = 3 м (а); l1 = 8 м, l2 = 4 м (б); l1 = 7 м, l2 = 5 м (в); l1 = 6 м, l2 = 6 м (г) 

 
 
Как видно из приведенных на 

рис. 5 траекторий движения, смещение 
линии мгновенных центров поворота 
колесной машины к среднему мосту 
приводит к уменьшению радиуса 
окружности кругового движения ее 
центра масс. 

Результаты имитационного моде-
лирования вертикальной динамики ко-
лесной машины при совершении манев-
ра «Смена полосы движения» на дороге 

со случайным микропрофилем пред-
ставлены на рис. 6, на котором отобра-
жены графические зависимости от вре-
мени следующих ее независимых коор-
динат: 1 – вертикальные перемещения 
центра масс; 2–4 – вертикальные пере-
мещения центров колес левого борта;  
5–7 – вертикальные перемещения цен-
тров колес правого борта; 8, 9 – попе-
речно- и продольно-угловые перемеще-
ния подрессоренной массы. 
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Анализ результатов моделирова-
ния (см. рис. 6) показывает, что первую 
секунду колесная машина, движущаяся 
со скоростью 72 км/ч, перемещалась 
прямолинейно по оси 0Х. Начиная со 
второй секунды, она начала поворачи-
ваться против часовой стрелки, выпол-
няя маневр «Смена полосы движения», 

и вертикальные перемещения центров 
масс колес ее левого борта перемеща-
лись вверх (графики 2–4), а правого – 
вниз (графики 5–7).  

На рис. 7 приведена траектория 
курсового движения колесной машины 
при совершении маневра «Смена поло-
сы движения». 

 
 

0 2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5 20

 

Рис. 6. Результаты имитационного моделирования вертикальной динамики движения трехосной 
колесной машины при движении ее по траектории «Смена полосы движения» со скоростью 72 км/ч  
по дороге со случайным микропрофилем 

 

 

 
 
Рис. 7. Траектория движения колесной машины при совершении маневра «Смена полосы  

движения» 
 

 
Приведенные на рис. 3–7 резуль-

таты имитационного моделирования 
курсового движения трехосных колес-
ных машин подтверждают работоспо-
собность разработанной математиче-
ской модели и программного обеспече-
ния, позволяющего моделировать их 

движение по любым траекториям на до-
рогах различных категорий. 

 
Выводы 

 
Разработана имитационная мате-

матическая модель, которая может эф-
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фективно использоваться для оценки 
влияния положения линии мгновенных 
центров поворота управляемых колес 
трехосной колесной машины, ее массо-
геометрических параметров и упруго-
диссипативных свойств подвески и 
шин на курсовую устойчивость и 
управляемость.  

Проведены расчетные исследова-
ния и получены достоверные результа-
ты в виде различных траекторий управ-
ляемого курсового движения по неде-

формируемой опорной поверхности со 
случайным микропрофилем при совер-
шении маневров по круговой траекто-
рии и траектории «Смена полосы дви-
жения». 

Получены результаты, позволяю-
щие оценить влияние расстояний от ли-
нии мгновенных центров поворота до 
передней и средней осей колесной ма-
шины на радиус кривизны ее траекто-
рии движения. 
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Abstract 
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