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1 Первообразная и неопределенный интеграл 
 

1.1 Теоретические сведения 
 

Пусть функция  xf  определена в некотором промежутке X  (на отрезке,  
в конечном или бесконечном интервале или полуинтервале). 

Функцию  xF  называют первообразной функции  xf  в промежутке X , 
если  xF  дифференцируема в этом промежутке и для любого Xx   значение 
производной  xF   совпадает со значением функции  xf , т. е.   

 
   xfxF     Xx .  

 
Теорема. Любая непрерывная в промежутке  X  функция  xf  имеет 

первообразную  xF  в этом промежутке. 
Теорема. Если  xF1  и  xF2  – две различные первообразные одной и той же 

функции  xf  на множестве X , то они отличаются друг от друга постоянным 
слагаемым, т. е.     CxFxF  12 .  

Множество всех первообразных функции  xf  в некотором промежутке 
называют неопределенным интегралом от этой функции в данном 

промежутке и обозначают   dxxf .  

При этом символ   называют знаком интеграла,  f x   

подынтегральной функцией,  f x dx подынтегральным выражением, а x   

переменной интегрирования. 
Нахождение неопределенного интеграла данной функции называется 

интегрированием. 
Если  F x   какая-либо первообразная функции  xf  в рассматриваемом 

промежутке, то правомерна запись  
 

     CxFdxxf , 

 
где С – произвольная постоянная величина, называемая постоянной 
интегрирования. 

 
Свойства неопределенного интеграла 

 
Пусть для функции  xf , определенной в некотором промежутке X , в этом 

промежутке существуют первообразная  xF  и неопределенный интеграл 

  dxxf . 

1 Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной 
функции, т. е.  
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       xfCxFdxxf 


 , 

или, что то же самое,  дифференциал неопределенного интеграла равен 
подынтегральному выражению, т. е.  
 

     dxxfdxxfd . 

 
2 Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен 

сумме этой функции и произвольной постоянной: 
 

    CxFxdF  . 

 
3 Постоянный множитель  0aa  можно выносить за знак неопре-

деленного интеграла: 
 

     dxxfadxxfa . 

 
4 Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа 

функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций: 
 

               dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf nn  2121 . 

 
5 Если  xF первообразная функции  xf , то  

    CbaxF
a

dxbaxf 
1

. 

6 Инвариантность формул интегрирования. Любая формула интегри-
рования сохраняет свой вид, если переменную интегрирования заменить любой 
дифференцируемой функцией этой переменной: 

 
         CuFduufCxFdxxf , 

 

где  u u x   дифференцируемая функция. 

 
Таблица интегралов 

 

1   Cdx0 . 

2 
1

, 1:
1

x
x dx C
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а)   Cxdx ;   б) C
x

dx
x


11

2 ;  в) Cxdx
x

 2
1

. 

3 C
a

a
dxa

x
x  ln

, 1,0  aa :      

а)   Cedxe xx .                                                         

4  Cxdx
x

 ln
1

. 

5   Cxdxx sincos .      

6   Cxdxx cossin . 

7 
2

1
tg

cos
dx x C

x
  .  

8 
2

1
ctg

sin
dx x C

x
   .  

9 12 2

1 1 1
arctg arcctg

x x
dx C C

a x a a a a
    

 , 0a : 

а) 
2

1
arctg

1
dx x C

x
 


 . 

10 122
arccosarcsin

1
C

a

x
C

a

x
dx

xa



 , 0a :  

а) Cxdx
x




 arcsin
1

1
2

.  

11 C
ax

ax

a
dx

ax






 ln

2

11
22 ,  0a  («высокий» логарифм). 

12 CAxxdx
Ax




 2

2
ln

1
  («длинный» логарифм). 

13 CAxx
A

Ax
x

dxAx  222 ln
22

. 

14 C
a

xa
xa

x
dxxa  arcsin

22

2
2222 . 

15 ln tg
sin 2

dx x
C

x
  . 

16 
π

ln tg
cos 2 4

dx x
C

x
    
  . 

 
Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тождест-

венных преобразований подынтегральной функции и применении свойств 
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неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным 
интегралам, называется непосредственным интегрированием.  
 

1.2 Примеры решения задач 

1          Cxdxxdxdxxdxx
x

xxxx 3222

2ln

2
32322312 . 

 

2 
2

2 2 2

cos 3 3
1 3 3tg

cos cos cos

x dx
dx dx dx x x C

x x x

          
 

    . 

 

3   
























C
x

x
x

x

dx
dxdx

x
dx

x

x
dx

x

x

3

3
ln

6

1

39

1
1

9

19

9

8
2222

2

2

2

. 

 

4 


   


xdxdxxdx
x

x
dx

x

x
dx

x

xx
2

22 2

3

2

3

22

3

Cx
x

 22
. 

 
1.3 Задания для самостоятельной работы 

 
Найти неопределенные интегралы. 

 

1 
2 1

2 .x x dx
x

   
   

2  3 .x x dx  

3 34

1 1
.dx

x x

 
 

 
  

4 
22

dx

x . 

5  dxxx53 . 

6  












dx

xx 22
1

3

1

2
. 

7 


dx
x

x
3

2
. 

8 


dx
x

x
4

8 310
. 

9 
 



dx

x

x
3

22 1
. 

10    dxxx 2
32 . 

11 
 

dx
x

xx

10

52 11

. 

12 



dx

x

xx
4

22

1

11
. 

13  











dx
x

e
e

x
x

2
1 . 

14 
2

2

3 2ctg

cos

x
dx

x


 . 

15 
 
  


dx
xx

x
2

2

1

1
. 

16  


dx
e

e
x

x

1

12

. 
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17   xx

dx
22 sincos

. 

18  dx
x

2
sin 2

 

19   
dx

x

x

12

4

. 

20 dx
x

xx
 


1

314
2

22

. 

21  dx
xxxx

xx
 


22

33

coscossinsin

cossin
. 

22 2tg x dx .

 
1.4 Домашнее задание 

 

1    dxxx 152 58 .    Ответ: Cxxx  69

6

5

9

2
. 

2 dx
xxx 












7

3105
24 3

.  Ответ: 4 3 7 7
5ln 40 arctg

7 7

x
x x C   . 

3 
3 2

1 1
dx

x xx

 
 

 
 .   Ответ: 3 2

3 x C
x

 
4

2 1

x
dx

x  .    

4  
dx

xx

x
22 sincos

2cos
.  Ответ: ctg tgx x C   . 

5 

2

sin cos
2 2

x x
dx  

  . Ответ: cosx x C  . 

6 dx
x

x
 


1

1
.   Ответ: Cxxx 

3

2
. 

7 dx
x

x
 


2

2

5

53
.            Ответ: 23 5 5

arctg ln 5
5 5

x
x x C    . 

8  dx
xx

x
 


22

2

1

32
.  Ответ: 

2
arctgx C

x
   . 

9 


dx
x

xxex

.  Ответ: Cxe x  .  

10 dx
x

xx



2

2

sin

1sin2
.  Ответ: 2 ctgx x C  . 

 
2 Основные методы интегрирования 
 
2.1 Метод подведения под знак дифференциала. Теоретические 

сведения 
 
Свойство инвариантности неопределенного интеграла позволяет свести 

нахождение неопределенного интеграла от функции  xg  к следующей 
процедуре: выделить в ней в качестве сомножителей производную  xu  
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некоторого промежуточного аргумента u  и функцию  uf  этого аргумента,  
т. е. представить  xg   в виде    xuuf  , а затем найти первообразную  uF  
функции  uf : 

 

                    CxuFxduxufdxxuxufdxxg    .             (2.1) 

 
Процедура нахождения неопределенного интеграла при помощи (2.1) 

носит название интегрирования подведением под знак дифференциала 
(производную  xu  «подводят» под знак дифференциала:    xdudxxu  ). 
 

2.2 Примеры решения задач 
 

1       Cexdedxxedxe xxxx 3333 3
3

1
3

3

1
. 

2         Cxxdxdxxx   1sin11cos1cos3 33332 . 

3  
Cyy

y

dy
dy

y

y






  6ln

3

1

63

1

6

63

23

3

6

2

. 

4    







 







 









 







16

31

4

5

4

5

2

1

16

31

4

52

1

2

7

2

52

1

752 22
2

2

x

xd

x

dx

xx

dx

xx

dx
 

 
5

2 4arctg
31 31

4

x
C


   2 4 5

arctg
31 31

x
C


 . 

 
2.3 Задания для самостоятельной работы 

 
Найти неопределенные интегралы. 

 

1  cos cosx d x . 

2   2x

dx
. 

3  13x

dx
. 

4    532x

dx
. 

5   dxx28 . 

6  dxx  32sin . 

7   dxxx 21 . 

8 


dx
x

x
5

4

4
. 
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9  
dx

x

x

14 . 

10 



dx

x

x
21

1
. 

11  dx
x

x
3 2cos

sin
.                                  

12  ctg 3x dx . 

13  dxxex 2

    

14
2

4 arctg

1

x x
dx

x

 


 . 

15 dx
x

x


ln
. 

16 
 





dx

x

xx
2

2

91

3arccos
. 

17  x

dxx5 . 

18  22cos x

xdx
. 

19 
2

tg

cos

x
dx

x
 . 

20 2cos 2 .
4

x dx   
 

  

 
2.4 Домашнее задание 

 

1  


dx
xx

x

83

32
2 .    Ответ: Cxx  83ln 2 . 

2   542 xx

dx
.    Ответ:  arctg 2x C  . 

3   48

3

x

dxx
.     Ответ: C

x

x





2

2
ln

16

1
4

4

. 

4 
 x

x

e

dxe
24

.   Ответ: C
ex


2

arcsin . 

5    xx

dx

ln2
.   Ответ: Cx  ln2ln . 

6 
 22 1arcsin xx

dx
.  Ответ: C

x


arcsin

1
. 

7  tg 3 4x dx .    Ответ:   Cx  43cosln
3

1
. 

8  
2

1
sin

x

dx

x
.   Ответ: C

x


1
cos . 

9 
 xx

xdxx
22 sincos

cossin
.   Ответ: Cx  2cos

2

1
. 

10 2 4sin ctg

dx

x x
 .    Ответ:  344

ctg
3

x C  . 
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2.5 Метод подстановки. Теоретические сведения 
 

Во многих случаях введение новой переменной интегрирования позволяет 
свести нахождение данного интеграла к нахождению табличного, т. е. перейти 
к непосредственному интегрированию. Такой метод называется методом 
подстановки или методом замены переменной. 

Пусть требуется вычислить интеграл   dxxf , где функция f(x) 

определена на некотором множестве X. Введем новую переменную формулой 
  :x t T X   , где функция  t  дифференцируема на некотором мно-

жестве T и осуществляет взаимно однозначное отображение T на X,  

т. е. имеет обратную функцию  1 :t x X T   . 

Справедливо равенство 
  

 
 
 

    
,x t

f x dx f t t dt
dx t dt

  
    

   
  .          (2.2)        

 

Таким образом, вычисление   dxxf  сводится к вычислению интеграла 

    f t t dt  , который может оказаться проще исходного, и последующей 

подстановке  1t x  . 

 
2.6 Примеры решения задач 

 

1    2 4 2

2

3 ,
3 3 2 2 3

3, 2

x t
x x dx t t tdt t t dt

x t dx tdt

  
          

   
    

   25 32 2
2 3 3 2 3 3

5 5
t t C x x x x C          . 

 

2    

,
1

11 1 1 1ln ,

x

x

e t
dx dt t t dt dt

dt
e t t t t t tx t dx dt

t

 
              

  
      

ln ln 1 ln ln
1 1

x

x

t e
t t C C C

t e
       

  . 

 

3     





















 1

2
1

2
2

2

,
2

2

t

dt

tt

tdt

tt

tdt

tdtdx

tx

xx

dx
 

CxCt
t

td





  1ln21ln2
1

)1(
2 . 
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2.7 Задания для самостоятельной работы 
 

Найти неопределенные интегралы. 

1 
   15 xx

dx
.   Ответ: 

1
arctg

2

x
C


 . 

2 
3

2 2

x
dx

x 
 .       Ответ:  2 21

4 2
3

x x C   . 

3  1x

xdx
.          Ответ:   Cxx  121

3

2 3
. 

4  3 31 x

xdx
.      Ответ:     Cxx  3 23 5 31

6

1
31

15

1
. 

5   3 xx

dx
.    Ответ: 3 6 62 3 6 6 ln 1x x x x C      . 

6  


dx
x

x

11

2
.    Ответ:   Cxxxx  11ln41411

3

2 3
. 

7   4 xx

dx
.      Ответ:   Cxxx  44 1ln442 . 

 
2.8 Домашнее задание 

 

1    73 x

xdx
.      Ответ: 

   
C

xx





 56 35

1

32

1
. 

2 
2 1

dx

x x  .    Ответ: 
2 1 1

ln
2 1 1

x
C

x

 


 
. 

3 
2

1

x

x

e
dx

e 
 .    Ответ:  2

2 1
3

x xe e C   . 

4    100

2

1 x

dxx
.      Ответ:      

C
xxx








 999897 199

1

149

1

197

1
. 

 
2.9 Интегрирование по частям. Теоретические сведения 

 
Если функции u(x) и v(x) дифференцируемы на множестве X, и кроме того, 

на этом множестве существует интеграл   vdu , то на нем существует и 

интеграл udv , причем 

   vduuvudv .                   (2.3) 

 
 Формула (2.3) называется формулой интегрирования по частям. Ее 
используют в тех случаях, когда подынтегральное выражение f(x)dx можно 
представить в виде udv таким образом, что интеграл, полученный в правой 
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части формулы (2.3), может оказаться проще исходного интеграла. При этом за 
u удобно принимать множитель, который упрощается при дифференцировании. 
  

2.10 Примеры решения задач 

1 





















  dx

x

x
xx

xvdxdv
x

dx
duxu

xdx
2

2

1
arcsin

,
1

,arcsin
arcsin  

 
 

Cxxx
x

xd
xx 




  2

2

2

1arcsin
12

1
arcsin . 

 

2 

















 xxdxvxdxdv

xdxduxu
xdxx

cossin;sin

;2;
sin

2

2
 



















 xxdxvxdxdv

dxduxu
xdxxxx

sincos;cos

;;
cos2cos2

 

    Cxxxxxxdxxxxx   cossin2cossinsin2cos 22 . 

 
2.11 Задания для самостоятельной работы 

 
Найти неопределенные интегралы. 

 
1  xdxln .            Ответ:   Cxx  1ln . 

2    dxxx 6ln .       Ответ:    Cx
x

16ln2
4

2

. 

3    dxxx 2cos .      Ответ:     Cxxx  2cos
4

1
2sin

2

1
. 

4 arctgxdx .       Ответ:  21
arctg ln 1

2
x x x C    . 

5   dxex x2 .    Ответ: 





  

2

1

2

1 2 xeC x . 

6  dx
x

x
2

ln
.     Ответ:  1ln

1
 x

x
C . 

7 arctg 2 1x dx  .  Ответ: 
1

arctg 2 1 2 1
2

x x x C     . 

8  xdxe x cos .       Ответ:   Cxxe x  cossin
2

1
. 

9  dxex x23 .     Ответ:   Cex x 
2

1
2

1 2 . 
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2.12 Домашнее задание 
 

1 2 xx dx .     Ответ: 2

ln 2 1

2 ln 2x

x
C


 . 

2 arctgx xdx .    Ответ:  21
arctg arctg

2
x x x x C   . 

3 2 lnx xdx .    Ответ: 
3 3

ln
3 9

x x
x C  . 

4  xdx2arcsin .   Ответ: Cxxxxx  2arcsin12arcsin 22 . 

5  xdxx 2ln .   Ответ: C
xxx

x
x


42

ln
ln

2

22
2

2

. 

6 2sin

x
dx

x .    Ответ: ctg ln sinC x x x   . 

7  dx
x

xx
2sin

cos
.   Ответ: ln tg

sin 2

x x
C

x
   . 

 
3 Интегрирование рациональных функций   
 
3.1 Теоретические сведения 

 
Интегрирование произвольной рациональной дроби 

 
  01

01

axaxa

bxbxb

xQ

xP
n

n

m
m

n

m








 с действительными коэффициентами в общем случае 

производится следующим образом. 

Если nm  , т. е. исходная дробь 
 
 xQ

xP

n

m  неправильная, то следует 

предварительно выделить из этой дроби целую часть делением числителя на 
знаменатель «уголком», т. е. представить ее в виде  

 
 
 

 
  ,xQ

xR
M

xQ

xP

n

r
nm

n

m    

 
где  xM nm  и   xRr  многочлены степеней 0 nm  и r  соответственно, 
причем nr  . 

Для того чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь 
 
 xQ

xP

n

m , 

nm  , следует предварительно разложить ее на  сумму простейших дробей. 
Среди правильных рациональных дробей выделяют четыре типа, которые 

относят к простейшим рациональным дробям: 
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I. 
ax

A


;        II.  kax

A


;    III. 

qpxx

NMx




2 ;      IV.  kqpxx

NMx




2

, 

 
где , , , , ,a p q A M N   действительные числа; 1k    целое и  квадратный 

трехчлен qpxx 2  не имеет действительных корней  042  qp . 
 

Рассмотрим интегралы от простейших дробей первых трех типов: 

 
CaxA

ax

axd
Adx

ax

A






  ln ; 

 
     

C
k

ax
AaxdaxAdx

ax

A k
k

k






 




1

1

; 










 





























 







 dt
p

qt

N
p

tM

dtdx
p

tx

t
p

x
dx

p
q

p
x

NMx
dx

qpxx

NMx

4

2

,
2

,
2

42

2
2

222  

2 2
2

2 2 2 22 2

2 2
ln arctg

2 2 2 4 4 4
4 4

M dt Mp dt M p N Mp t
N t q

p p q p q pt q t q

          
      

   

 2

2 2

2 2
ln arctg

2 4 4

M N Mp x p
C x px q C

q p q p

 
      

 
. 

3.2 Пример решения задач 
 

Найти неопределенный интеграл    


dx
xx

x
2

2

12

2
. 

 

Решение 

Раскладывают правильную дробь   2

2

12

2



xx

x
 на сумму простейших 

дробей:  

    2
21

2

2

11212

2













x

B

x

B

x

A

xx

x
. 

 
Приводят дроби в правой части равенства к общему знаменателю и 

приравнивают числители левой и правой частей.  Получают 
 

     22122 2
2

1
22  xBxxBxxAx . 
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Рассмотрим несколько способов нахождения коэффициентов 21 ,, BBA . 
 

Способ 1. Метод сравнения коэффициентов. 
Из тождественного равенства многочленов приравнивают коэффициенты 

при одинаковых степенях правой и левой частей равенства: 
 


























.1

,
3

1

,
3

2

222

20

1

2

1

21

21

1

0

1

2

B

B

A

BBA

BBA

BA

x

x

x

 

 

Способ 2. Метод частных значений. 
Подставляют произвольные значения x  в равенство, получают 

 






























.
3

1

,
3

2
,1

222

96

33

0

2

1

1

2

21

2

B

A

B

BBA

A

B

x

x

x

 

 
Способ 3. Комбинированный метод. 
В данном примере можно скомбинировать оба способа: 
 





























.
3

1

,
3

2
,1

1

96

33

2

1

1

2

1

2

2

B

A

B

BA

A

B

x

x

x

 

Итак,  

        22

2

1

1

13

1

23

2

12

2













xxxxx

x
. 

 
Представляют данный интеграл в виде суммы интегралов: 

 

    
C

x
xx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

x

















 1̀

1
1ln

3

1
2ln

3

2

113

1

23

2

12

2
22

2

. 
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3.3 Задания для самостоятельной работы 
 

Найти неопределенные интегралы. 

1   
3

2 1

x
dx

x x x


  .    Ответ: 

3 1 4
ln ln 2 ln 1

2 6 3
x x x C      . 

2 2

1

2 3

x
dx

x x


  .  Ответ: 

1 1
ln 1 ln 3

2 2
x x C    . 

3 2

1

( 2 3)

x
dx

x x x


  . Ответ:  21 1

ln ln 2 3
3 6

x x x C    . 

4 3 2 2 2

dx

x x x   .     Ответ:  21 1 2
ln 1 ln 2 arctg

3 6 6 2

x
x x C     . 

5  


dx
xxx

xx
23

2

2

152
.       Ответ: C

x
xx 




1

2
1lnln . 

6 dx
x

xx
 


13

4

.   Ответ: 2 21 2 1 2 2 1
ln 1 ln 1 arctg

2 3 3 3 3

x
x x x x C


       . 

7  
dx

xx

x

45 24

4

.       Ответ: 
1 8

arctg arct
3 3 2

x
x x g C   . 

 
3.4 Домашнее задание 

 

1   2

5

1 2
dx

x x  . Ответ:  21
ln 1 2arctg ln 2

3
x x x C      . 

2 3 8

dx

x  .      Ответ: 
 2

2

21 1 1
ln arctg

24 2 4 4 3 3

x x
C

x x

 
 

 
. 

3   


dx
xx

x
21

23
.   Ответ:  

C
xx

xx 






212

1

1

2
1ln2ln2 . 

4  


dx
xx

x
23

3 1
.   Ответ: Cxx

x
x  1ln2ln

1
. 

 
4 Интегрирование тригонометрических и простейших 

иррациональных функций   
 
4.1 Интегрирование тригонометрических функций. Теоретические 

сведения 
 

4.1.1 Интегралы вида  

sin sin ,x xdx     cos cos ,x xdx     sin cosx xdx    
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находят с помощью тригонометрических формул преобразования произведения 
в сумму: 
 

   1
sin sin cos cos ;

2
               1

cos cos cos cos ;
2

            

   1
sin cos sin sin .

2
            

4.1.2 Рассмотрим интегралы вида 
  

  xdxx nm cossin . 

 
1 Если хотя бы одно из чисел m  и n  положительно и нечетно, то от 

нечетной степени отделяют множитель xsin  (или xcos ), а оставшийся 
множитель в четной степени преобразуют по формуле xx 22 cos1sin   (или 

xx 22 sin1cos  ) и применяют подстановку xt cos   (или xt sin ). 
2 Если оба показателя m  и  n  положительны и четны (или один из них − 

нуль), то применяют формулы понижения порядка степени  
 

2 1 cos2
sin ;

2

 
        2 1 cos2

cos .
2

 
   

 

3 Если  Nkknm  2 , то применяют подстановку tgt x  (или ctgt x ). 
 

4.1.3 Интегралы вида 

  dxxxR cos,sin , 
 

где R – рациональная функция, аргументами которой являются xsin  и xcos ,  
в общем случае приводят к интегралам от рациональных функций с аргументом 

t  с помощью универсальной тригонометрической подстановки tg
2

x
t  .  

При этом 

2

2
tg 2arctg

2 1

x dt
t x t dx

t
    


; 

 

2
2

2 22 2

2tg 1 tg2 12 2sin ; cos
1 11 tg 1 tg

2 2

x x
t t

x x
x xt t

 
   

  
. 

 

Следовательно,  

 
22

2

2 1

2

1

1
,

1

2
cos,sin

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR













 . 



 19

4.1.4 Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то для нахождения интеграла 

  dxxxR cos,sin  используют подстановку tgt x . При этом  
 

21 t

dt
dx


 ,  2

2
2

1
sin

t

t
x


 , 2

2

1

1
cos

t
x


 . 

 

Такой же подстановкой находится интеграл вида  tgR x dx . 

Метод интегрирования функций  xxR cos,sin  с помощью универсальной 
тригонометрической подстановки всегда приводит к цели, но в силу своей 
общности он часто является не наилучшим в смысле краткости и простоты 
необходимых преобразований. Поэтому универсальную подстановку следует 
применять лишь в тех случаях, когда невозможно найти интеграл более легким 
способом. 

 
4.2 Примеры решения задач 

 

1           xdxxxdxxdxxx sinsin1sinsincossincossin 222232  

Cxx  53 sin
5

1
sin

3

1
. 

2         xxdxdxdxxxxdxx 55cos
10

1
cos

2

1
5coscos

2

1
3cos2cos  

Cxx  5sin
10

1
sin

2

1
. 

3 

2

2 2

2

2 22 2

1 2
tg ; cos ;

2 1 1
cos 2sin 3 1 42 2

3; sin
1 11 1

x t dt
t x

dx t t
x x t tdt t

dx x
t tt t

 
  

    
           

   

 
 2 2 2 2

1
2 2

1 4 3 3 2 4 4 1 1

d tdt dt

t t t t t t


   

       
    

=  arctg 1 arctg tg 1
2

x
t C C      

 
. 

4 2 22
2 2

tg ,

1
1 cos 2arctg , , cos

1 1

t x
dx dt

dt
x tx t dx x

t t

 
   
    

  
   

1 tg
arctg

2 2

x
C

   
 

. 
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4.3 Задания для самостоятельной работы 
 

Найти неопределенные интегралы. 
 

1   dx
xx

x
3

sin
2

sinsin .     Ответ: C
xxxx


6

11
cos

22

3

6

7
cos

14

3

6

5
cos

10

3

6
cos

2

3
. 

2 dx
x

x
 6

3

sin

cos
.       Ответ: 

xx
C

35 sin3

1

sin5

1
 . 

3 dx
x

x
 3 4

3

cos

sin
.      Ответ: C

x
x 

3

3 5

cos

3
cos

5

3
. 

4   xx

dx
24 cossin

.      Ответ: 31
tg 2ctg ctg

3
x x x C   . 

5   xx

dx

2sinsin
.      Ответ: 

1 1
ln tg

2sin 2 2 4

x
C

x

    
 

. 

6   5cos4sin3 xx

dx
.        Ответ: 2

3 tg
2

C
x


   
 

. 

7   xx

dx
22 cos7sin4

.     Ответ: 1 2tg 7
ln

4 7 2tg 7

x
C

x





. 

8 dxxx  42 cossin .        Ответ:     Cxxx  2sin
48

1
4sin

64

1

16

1 3 . 

9   xx

dx

sincos89
.       Ответ: 

tg 1
1 2arctg
2 4

x

C

   
   . 

10 
1 tg

sin 2

x
dx

x


 .   Ответ: 

1 1
ln tg tg

2 2
x x C  . 

 
4.4 Домашнее задание 

1 
8 4sin 7 cos

dx

x x  .    Ответ: 
tg 5

2ln
tg 3

2

x

C
x





. 

2 2cos cos 3x xdx .   Ответ:  
1 1 1

sin sin 5 sin 7
2 20 28

x x x C   . 

3 21 3cos

dx

x .    Ответ: 
1 tg

arctg
2 2

x
C

   
 

. 

4 
5

3

cos

sin

x
dx

x .    Ответ:  2
2

1 1
sin 2ln sin

2 2sin
x x C

x
   . 
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5   3cossin8sin19 2 xxx

dx
.  Ответ: 1 4tg 3

ln
16 4tg 1

x
C

x





. 

6   xx

dx
22 sin4cos3

.   Ответ: 1 2tg
arctg

2 3 3

x
C . 

7   dxxx 7cos4cos .    Ответ: Cxx  11sin
22

1
3sin

6

1
. 

 
4.5 Интегрирование простейших иррациональных функций. 

Теоретические сведения 
 

4.5.1 Интеграл вида 
 cbxax

dx
2

 приводится к табличным интегралам 

вида 
 22 At

dt
 (если 0a ) или 

 22 tA

dt
 (если 0a ). 

4.5.2 В интеграле вида 
 






cbxax

dxnmx
2

  0m  из числителя выделяется 

производная bax 2 . В результате приходим к табличным интегралам и 
интегралам первого вида. 

4.5.3 Интегралы вида  
 

 
   2;1,0

2



 rm

cbxaxnmx

dx
r  

 
сводятся к рассмотренным выше интегралам с помощью подстановки  
 

nmx
t




1
. 

4.5.4 Интегралы вида  
 

   dxcbxaxxR 2, , 
 

где R – рациональная функция двух аргументов, находят с помощью 
тригонометрических подстановок следующим образом.  

Выделением полного квадрата в квадратном трехчлене и последующей 

заменой переменной 
a

b
xu

2
  исходный интеграл приводится к интегралу 

одного из следующих трех видов: 
 

1)    duumuR 22, ; 

2)    dumuuR 22, ; 

3)  dumuuR  22, , 



 22

которые приводятся к интегралу вида   dtttR cos,sin  соответствующей 

тригонометрической подстановкой: 
 

1) tmu sin  или  tmu cos ; 

2) 
t

m
u

sin
  или 

t

m
u

cos
 ; 

3) tgu m t   или ctgu m t  .  
 

4.5.5 Интегралы вида  
 

1 2

1 2

, , ,

m m

n nax b ax b
R x dx

cx d cx d

              
 

  ,  

 
где  R – рациональная функция своих аргументов; 1 1 2 2, , , ,m n m n   целые 

числа, находят с помощью подстановки st
dcx

bax



 , где s   общий знаменатель 

дробей ,,
2

2

1

1

n

m

n

m . 

4.5.6 Интеграл от дифференциального бинома    dxbxax
pnm  берется в 

конечном виде в трех случаях (условия Чебышева): 
 

1) если p – целое число; 

2) если 
1m

n


  целое число, подстановкой sn tbxa  ; 

3) если 
1m

p
n


   целое число, подстановкой sn tbax  , где 

s  знаменатель дроби p. 
 
4.6 Примеры решения задач 

 

1 C
x

x

dx

xx

dx











 




  5

34
arcsin

2

1

4

3

16

252

1

232 22 . 

 

2 
 

 


















   

22

22

2

1

11
2

22

22

2

1

22

3
2

2

222 xx

xxd

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
 

 
Cxxxxx

x

dx



  221ln222

11
2 22

2
. 
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3   









 

 181
81

1
;

1

18 2

2

22 tt

dt

tt
t

dt
dt

t
dx

t
x

xxx

dx
 

 
 

   
   22

2 22

4
ln 4 4 15

4 15 4 15

d tdt
t t C

t t


           

   
   

2ln 4 8 1 ,t t t C                где 
x

t
1

 . 

 

4    
 

  
























dt
t

t

t

dtt

tt

dtt

dttdx

xt

xx

dx

1

11
4

1
4

1
4

4

3

313 2

3

3

4

4
 

    CxxCtt  13ln341ln4 44 . 

 

5    3 2

4 2

2

1
,

sin sin 1 cos cos
cos1
sin

x
dx t tdt t d t

tx x dx dt
t

  
      

      

     

 2 22
3

32

1
sin ,

1 11 1 1
cos cos

3 31
cos

t
x xx x

t t C C
x xx

t
x

           
 

  

. 

 

6      tdttttdtdxtxdxxx cos3sin99sin9cos3;sin39 2222  

 2 2 21 81 1 cos4 81
81 sin cos 81 sin 2 1 cos4

4 4 2 8

t
t tdt tdt dt t dt


           

81 1 81 1
sin 4 arcsin sin 4arcsin

8 4 8 3 4 3

x x
t t C C

                 
. 

 
4.7 Задания для самостоятельной работы 
 
Найти неопределенные интегралы. 
 

1 
21

dx

x x  .  Ответ: 
2 1

arcsin .
5

x
C


  

2 



dx

xx

x
21

82
.    Ответ: 

5

12
arcsin712 2 


x

xxC . 
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3 
22 8 11

dx

x x  . Ответ: 21
ln 2 4 5,5

2
x x x C     . 

4 



dx

xx

x

1182

3
2

. 

Ответ: Cxxxxx  5,542ln
2

1
1182

2

1 22
. 

5  
dx

x

x

x 


 1

1

1

1
2 .     Ответ: C

x

x





1

1
. 

6 dx
x

x


12

.     Ответ: C
x

x 
1

arccos12 . 

7  
 22 12 xx

dx
.        Ответ: 

 2

1 3
arctg

6 2 1

x
C

x



. 

8
 

 561 2xxx

dx
.     Ответ: 

1

5

2

1





x

x
C . 

 

9 
2

.
5 4 1

dx

x x x 
   Ответ:

 

2
1 1

ln 2 1 2 .C
x x

      
 

 

 

10 
 


32 74xx

dx
.         Ответ: C

xx

x






74

2

3

1
2

. 

11  
 22 43 xx

dx
.   Ответ: C

xx

xx





2

2

312

312
ln

32

1
. 

12 
 


324 x

dx
.         Ответ:  

Cx

x

 244
. 

13 
 3 33 2 xx

dx
.        Ответ: 

 
2

3 23

4

2

x

x
C


 . 

14  


 dxxx 2
3

23 21 .       Ответ: C
x

x





2

2

212

1
. 

 
4.8 Домашнее задание 

 

1 
21 2

dx

x x 
 .     Ответ: 

1
arcsin

2

x
C


 . 
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2 
 3

1 1

dx

x x  
 .    Ответ: 2arctg 1x C  . 

3 
 32 2 5

dx

x x 
 .    Ответ: 

2

1

4 2 5

x
C

x x




 
. 

4 
 2 21 1

dx

x x 
 .    Ответ: 

2

1 2
arctg

2 1

x
C

x



. 

5 



dx

xx

x
2369

53
.     Ответ: 

2

1
arcsin

3

2
369 2 


x

xxC . 

6 


dx
x

x
3

2 4
.   Ответ: C

xx









2
arccos2sin

8

12
arccos

4

1
. 

 
5 Определенный интеграл 
 
5.1 Теоретические сведения 

 
Пусть функция  y f x  определена на отрезке  ;a b . Разобьем 

произвольным образом этот отрезок точками 0 1 2 ... na x x x x b       на n  

частичных отрезков длиной 1i i ix x x    , 1,i n . Выберем на каждом из них 
точки i , 1i i ix x     (рисунок 5.1) 

 

 
Рисунок 5.1 

Сумма вида  
1

n

n i i
i

S f x


     называется n -й интегральной суммой 

функции  y f x  на отрезке  ;a b . 

Геометрически сумма nS  представляет собой алгебраическую сумму 
площадей прямоугольников, в основании которых лежат частичные отрезки 
длиной 1i i ix x x    , а высоты их равны  if  . 

Предел интегральной суммы nS , найденный при условии, что длина 
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наибольшего частичного отрезка стремится к нулю, называется определённым 
интегралом от функции  y f x  в пределах от x a  до x b  и обозначается 

 
b

a

f x dx , т. е. по определению    
max 0

1

lim
i

b n

i i
x

ia

f x dx f x
 



    . Функция 

 y f x  называется подынтегральной функцией,  f x dx   подынтегральным 

выражением;  ;a b   отрезком интегрирования, a   нижним, b  верхним 

пределом интегрирования. 
Теорема. Если функция  y f x  непрерывна на отрезке  ;a b , то она 

интегрируема на  ;a b , т. е. предел интегральной суммы nS  существует и  

не зависит ни от способа разбиения отрезка  ;a b  на частичные отрезки ix ,  

ни от выбора на них точек i . 
Если   0f x  ,  ;x a b , то геометрически определённый интеграл 

выражает площадь фигуры, ограниченной графиком функции  y f x , осью 

Ox  и прямыми x a  и x b . Эта фигура называется криволинейной 
трапецией. В общем случае, когда функция  y f x  на  ;a b  принимает 

значения разных знаков, определённый интеграл выражает разность площадей 
криволинейных трапеций, расположенных над осью Ox  и под ней. Например, 
для функции, график которой изображён на рисунке 5.2, имеем 

 

  1 2 3 .
b

a

f x dx S S S    

 

 
 

Рисунок 5.2 
 

Перечислим  основные свойства определённого интеграла:  
 если функции  y f x  и  φy x  интегрируемы на соответствующих 

отрезках, то 

1)         φ φ
b b b

a a a

f x x dx f x dx x dx     ; 

2)    
b b

a a

c f x dx c f x dx       ( constc  ); 
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3)    
b a

a b

f x dx f x dx   ; 

4)      
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    ; 

 если   0f x   на  ;a b  и a b , то   0
b

a

f x dx  ; 

 если    x f x  , [ ; ]x a b , то    
b b

a a

x dx f x dx   ; 

 если  
[ ; ]
min

a b
m f x ,  

[ ; ]
max

a b
M f x  и a b , то 

     
b

a

m b a f x dx M b a      ; 

 если функция  y f x  непрерывна на  ;a b , то на этом отрезке 

существует хотя бы одна точка x c , a c b  , такая, что верно равенство 

     c
b

a

f x dx f b a   ; 

 если функция  y f x  непрерывна на  ;a b  и    
x

a

x f x dx   , то 

   x f x  , где  x   первообразная для  y f x .    
x

a

x f x dx     

интеграл с переменным пределом; 
 если  F x   какая-либо первообразная функции  f x , то справедлива 

формула Ньютона – Лейбница: 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a   . 

Замечание:  
 

   
0

0, если нечетная функция;

2 , если четная функция.

a
a

a

f x

f x dx
f x dx f x

 
 

 


 
 

Пусть функция  y f x  непрерывна на отрезке  ;a b . Функция  x t   

определена и непрерывна вместе со своей производной  t  на отрезке  ;  , 

причем для любого  ;t       ;t a b  . Тогда, если   a   ,   b   , то  

      
b

a

f x dx f t t dt




    .    (5.1) 

Это формула замены переменной для определенного интеграла. 
Пусть функции  u x  и  v x  имеют непрерывные производные на отрезке 

 ;a b . Тогда справедлива формула интегрирования по частям: 
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b b
b

a
a a

u dv u v v du      . 

 
5.2 Примеры решения задач 
 

1 Вычислить  
8

3

0

2x x dx . 

 
Решение 
 

 
8 8 8 8 8 11

3 3 32

0 0 0 0 0

88
43

4332
32

0 0

2 2 2

2 2 3 1
2 8 0 8 0 33 .

3 4 3 4 3
2 3

x x dx xdx xdx x dx x dx

x x

     

  
         

   

    

 

2 Вычислить 
4

0

sin 2xdx


. 

Решение 
 

 
4 4

00

1 1 1 1
sin 2 cos2 cos cos0 0 1 .

2 2 2 2 2
xdx x

 

          
   

 

3 Вычислить 
0

2
1 2 2

dx

x x   . 

Решение 
 

 
 

 
0 0

0

22 1
1 1

1
arc tg 1 arc tg1 arc tg0 .

2 2 41 1

d xdx
x

x x x 
 

 
     

      

 

4 Вычислить определённый интеграл 
8

3 1

x dx

x . 

 
Решение  
 

Применим подстановку 1t x  . Тогда 21x t  , 2 1x t  , 2dx t dt . 
При 3x   2t  , а при 8x   3t  .  
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328 3 3 3

2

3 2 2 2

1 2 27 8 32
2 1 2 2 3 2 .

3 3 3 31

t tdtx dx t
t dt t

tx

                             
  

 

5 Вычислить 
0

cosx x dx


 . 

 
Решение 
 
Применим формулу интегрирования по частям: 
 

       

0 0 0
0 0

cos sin sin sin cos
cos sin

sin cos 0 sin 0 cos0 0 1 0 1 2.

u x du dx
x xdx x x xdx x x x

dv xdx v x

 
   

        
 

              

 

 
 
5.3 Задания для самостоятельной работы 
 
Вычислить определённые интегралы. 
 

1 
2

2
4

1

2
2x dx

x
  
  .     Ответ: 

21

4
. 

2 
4

1

x dx .      Ответ: 
14

3
. 

3 
1

2
0 4 5

dx

x x  .   Ответ: arctg3 arctg 2 0,14  . 

4 
3

2

3

3

1

dx

x  .      Ответ: 
6


. 

5 
1 2

2
0 1

x dx

x  .     Ответ: 
4

4

 
. 

6 
2 3

4
0 4

x dx

x 
 .     Ответ: 5 1 . 

7 
2

2

6

6cos sinx xdx



 .    Ответ: 

3 3

4
. 

8 
3

2
1 1

xdx

x .      Ответ: ln 5 . 
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9 
5

1 3 1

dx

x  .     Ответ: 4 6 ln 0,6 . 

10 
2

0

cosx xdx



 .    Ответ: 1
2


 . 

11  
5

4

3 xx e dx .    Ответ: 5e . 

12 
3

2

1

lnx xdx .    Ответ: 
26

9ln 3
9

 . 

 
5.4 Домашнее задание 
 
Вычислить определённые интегралы. 
 

1 
6

0

cos3x dx


 .    Ответ: 
1

3
. 

2 
2

0

3 4

2

x
dx

x


 .     Ответ: 6 ln 4 . 

3 
1

2
2 4 5

dx

x x



   .     Ответ: 
4


. 

4 
1

0

xx e dx .     Ответ: 
2e

e


. 

5 
3 2

2
2

2sin

4 cos

x dx

x



  .     Ответ: 0 . 

6 
4 2

2
0 16

x dx

x
 .     Ответ: 4. 

7 
2

0

sinx xdx



 .     Ответ: 1. 

8 
1

0

xx e dx .                                  Ответ: 1. 
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6 Несобственные интегралы 
 
6.1 Теоретические сведения 
 
Интегралы на бесконечном промежутке. 
Пусть функция ( )y f x  определена и непрерывна на промежутке [ ; )a   

(рисунок 6.1).  
 

 
 

Рисунок 6.1 
 
Тогда предел  
 

 lim ( ) ( )
b

b
a a

f x dx f x dx



   (6.1)  

называется несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом 
или несобственным интегралом первого рода. Если данный предел сущест-
вует, то интеграл называется сходящимся; если же предел не существует,  
в частности, бесконечен,  расходящимся. Аналогично определяются несобст-
венные интегралы с бесконечным нижним пределом и обоими беско- 
нечными пределами: 
 

( ) lim ( )
b b

a
a

f x dx f x dx




  ; 

( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .
c c b

a b
c a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
 

 
 

         

 

Если сходится интеграл ( )
a

f x dx


 , то интеграл (6.1) сходится абсолютно. 

Для установления сходимости интеграла (6.1) можно использовать следующие 
признаки сравнения: 
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1) если 0 ( ) ( )f x x    для x a   и сходится ( )
a

x dx


 , то сходится 

( )
a

f x dx


 ; если ( )
a

f x dx


  расходится, то ( )
a

x dx


  также расходится; 

2) предельный признак сравнения: если для x a   существует конечный 

предел 
( )

lim 0
( )x

f x

x



, то интегралы ( )

a

f x dx


  и ( )
a

x dx


  сходятся или 

расходятся одновременно. 

Замечание: интеграл 
a

dx

x



  сходится при 1   и расходится при 1 . 

 
Интегралы от неограниченных функций. 
Пусть функция ( )f x  определена на конечном промежутке [ ; ]a b , кроме 

[ ; ]x c a b  , где она терпит разрыв (рисунок 6.2).  
 

 
Рисунок 6.2 
 
Тогда предел 
 

 
1

1 2
2

0 0
lim ( ) lim ( ) ( )

c b b

a c a

f x dx f x dx f x dx


   


     (6.2) 

 

называется несобственным интегралом от разрывной функции или 
несобственным интегралом второго рода. 

Если оба предела, стоящие в левой части (6.2), существуют, то данный 
интеграл называется сходящимся, а если хотя бы один из них не существует – 
расходящимся. Признаки сходимости несобственных интегралов второго рода 
аналогичны признакам сходимости интегралов первого рода. 

 
6.2 Примеры решения задач 

1 Дан интеграл m
a

dx

x



  ( 0)m  . Установить, при каких значениях m  этот 

интеграл сходится, а при каких – расходится.  
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Решение 
 
Пусть ( 0)a  , тогда 

1

1: ln | |,
lim

1: .
1

A

m m mA
ma a

dx
m x

dx dx x
x x x

m x dx
m



 


 
  

 
 


 


 

 

1
1 1

lim ln | | lim(ln | |) ln | | ln при 1,

lim
lim при 1.

1 1 1

A

A Aa

mAm m
A

A
a

x A a a m

Ax a
m

m m m

 

    




        
 
   
      

 

 

Если 1m  , то 
 

1 1 1 1 1 1

1

lim 1 1 1
lim 0

1 1 1 1 1 1 1

m m m m m m
A

mA

A a a a a a

m m m A m m m m

           



         

              
 

 

существует. 
Если 1m , то 
 

1 1 1 1
1

lim 1
lim

1 1 1 1 1

m m m m
mA

A

A a a a
A

m m m m m

       
 


       

         
. 

 

Таким образом, несобственный интеграл m
a

dx

x



 , где 0a  , cходится при 

1m   и расходится при 1m . 
 
2 Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость: 

  

2
1 4 13

dx

x x



  . 

Решение 
 

2 2
11 1

1 2
lim lim arctg

4 13 ( 2) 9 3 3

1 2 1 1
lim arctg arctg1 .

3 3 3 2 4 3 4 12

bb

b b

b

dx dx x

x x x

b



 




   

   

                
   

 
 

3 Установить сходимость интеграла  2
1 1 x

dx

x e



  . 
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Решение 

Сравним подынтегральную функцию  2

1
( )

1 x
f x

x e


 
 с функцией 

2

1
( )

1
x

x
 


. Так, если 1x   1xe  , то    2 2

1 1

1 1xx e x


  
. 

 2
1

1

lim arc tg lim arctg arctg1
1 2 4 4

b

b b

dx
x b

x



 

  
     

 , 

 

т. е. интеграл сходится. По признаку сравнения исходный интеграл также сходится. 

4 Установить, при каких значениях n  интеграл 
1

0
n

dx

x  сходится и при каких – 

расходится. 
 
Решение 
 
Пусть 1n  . Тогда 
 

1 11 1 1

10 0 0
00 0 0

при 1,
1 1

lim lim lim 1
1 1 при 1.

1

n
n

n n

n
dx x

x dx
x n n x n

n

 


  
 

 
        

   

 

При 1n   имеем 
1 1

1

00 0 0
0 0

lim limln lim(ln1 ln ) .
dx dx

x
x x   



         

Итак, 
1

0

1
сходится при 1 и равен ,

1
расходится при 1.

n

ndx
n

x
n

  
 

  

 

5 Исследовать интеграл на сходимость 3
1 ln

e dx

x x . 

Решение 
 
Подынтегральная функция имеет бесконечный разрыв при 1x  . 

Следовательно, 
2

3
3 30 0 0

1 1 1 1

2 20

(ln ) ln
lim lim ln (ln ) lim

ln ln 2

1 1 1
lim .

2 ln 2ln (1 ) 2




  
  



   
 

 
           

  
ee e edx d x x

x d x
x x x

e

 

 

Интеграл расходится. 
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6 Исследовать интеграл на сходимость 
1

33
0 2

dx

x x . 

Решение 
 
Подынтегральная функция терпит разрыв при 0x  . Тогда при 0x    

33 3

1 1

2x x x



. 

1

3
0

1 1 3
1 2 21
3 3

dx

x
  


  (сходится) (см. пример 4). 

По признаку сравнения и данный интеграл сходится. 
 
6.3 Задания для самостоятельной работы 
 
Вычислить несобственные интегралы первого рода или установить их 

расходимость: 

1) 
2

0

xx e dx


 .    Ответ: 
1

2
;  

2) 
1

2dx

x



 .     Ответ: расходится;  

3) 2
2 1

dx

x



 .     Ответ: 
1

ln 3
2

;  

4) 2lne

dx

x x



 .    Ответ: 1;  

5) 2 6 13

dx

x x



   .    Ответ: 
2


; 

6) 2
0

2 5

3 10

x
dx

x x

 
  .   Ответ: расходится;  

7) 
0

2

1

1

x
dx

x


 .    Ответ: расходится. 

 
Вычислить несобственные интегралы второго рода или установить  

их расходимость: 
 

1) 
1 ln

e dx

x x .    Ответ: 2 ;  
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2) 
3

2
1 6 9

dx

x x  .    Ответ: расходится; 

3) 
3

2
1 ( 2)

dx

x  .    Ответ: расходится;  

4) 
2

1 1

x dx

x  .     Ответ: 
8

3
;  

5) 
1

3
0 1

dx

x  .     Ответ: 
3

2
 ; 

6) 
1

3 2
0 6

dx

x x .    Ответ: расходится;  

7) 
3

2
0 9

xdx

x .   Ответ: 3 . 

 
6.4 Домашнее задание 
 
Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 
 

1) 2
0 2 3

xdx

x



 .    Ответ: расходится;  

2) 2 2 2

dx

x x



   .    Ответ:  ; 

3) 3

1

xe dx


 .     Ответ: 3

1

3e
; 

4) 2
0 4

dx

x



 .     Ответ: 
4


; 

5) 2
0

arctg

1

x
dx

x



 .    Ответ: 
2

8


; 

6) 
0

2
1

arccos

1

x
dx

x  .    Ответ: 
23

8


;  

7) 
2

1 ln

dx

x x .     Ответ: расходится. 
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7 Приложения определенного интеграла 
 
7.1 Теоретические сведения 
 
Геометрические приложения определенного интеграла. 
Вычисление площадей плоских фигур. 
Площадь криволинейной трапеции, ограниченной непрерывной кривой 
 y f x  (   0f x   для  ;x a b ), прямыми x a , x b  и осью Ox  (рисунок 7.1), 

выражается интегралом   
 

   .
b

a

S x dx    (7.1) 

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми y c , y d , 
непрерывной кривой  x g y  (   0g y   для  ;y c d ) и осью Oy  (рисунок 7.2), 

выражается интегралом    
 

   .
d

c

S g y dy   (7.2) 

Площадь плоской фигуры, ограниченной прямыми x a , x b  и двумя 
кривыми  1y f x  и  2y f x  (    1 2f x f x  для  ;x a b ) (рисунок 7.3), 

вычисляется по формуле 
 

     2 1 .
b

a

S f x f x dx   (7.3) 

Площадь плоской фигуры, ограниченной прямыми y c , y d  и двумя 
непрерывными кривыми  1x g y  и  2x g y  (    1 2gg y y  для  ;y c d ), 

осью Oy  (рисунок 7.4), вычисляется по формуле  
 

     2 1g .
d

c

S g y y dy   (7.4) 

 

 
 
Рисунок 7.1 

 
 
Рисунок 7.2 
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Рисунок 7.3 

 
 
Рисунок 7.4 

 
Площадь криволинейного сектора, ограниченного кривой, заданной в 

полярных координатах уравнением  r r   и двумя полярными радиусами 
   ,   () (рисунок 7.5), вычисляется по формуле 

 

  21
.

2
S r d





    (7.5) 

Если кривая задана параметрическими уравнениями  x x t ,  y y t , то 

площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми x a , x b , осью 
Ox  и кривой, вычисляется по формуле 

 

    
β

α

S y t x t dt  ,  (7.6) 

 

где   x a  ,  y b   (   0y t   для  ;t   ). 

 
Вычисление объемов тел вращения. 
Если криволинейная трапеция, ограниченная кривой  y f x  и прямыми 

x a , x b , 0y  , вращается вокруг оси Ox  (рисунок 7.6), то объём тела 
вращения вычисляется по формуле 

  2 .
b

x

a

V f x dx    (7.7) 

Если фигура, ограниченная прямыми x a , x b  и кривыми  1y f x , 

 2y f x  (    1 20 f x f x   для  ;x a b ), вращается вокруг оси Ox  (рису- 

нок 7.7), то объём тела находится по формуле    

     2 2
2 1 .

b

x

a

V f x f x dx    (7.8) 

Объём тела, образованного вращением вокруг оси Oy  криволинейной 
трапеции, ограниченной прямыми y c , y d , непрерывной кривой  x g y  

и отрезком оси Oy , вычисляется по формуле  
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  2 .
d

y

c

V g y dy   (7.9) 

Если фигура, ограниченная прямыми y c , y d  и кривыми  1x g y , 

 2x g y  (    1 20 g y g y   для  ;y c d ), вращается вокруг оси Oy  (рису- 

нок 7.8), то объём тела вращения вычисляется по формуле  

     2 2
2 1

d

y

c

V g y g y dy   . (7.10) 

Если криволинейный сектор, ограниченный кривой  r r   и лучами 

   ,  , вращается вокруг полярной оси, то объём тела вращения 
выражается интегралом 

 

  32
sin

3
V r d





      . (7.11) 

 

 
 
Рисунок 7.5 
 

 
 
Рисунок 7.6 

 
 
Рисунок 7.7 

 
 
Рисунок 7.8 

 
Вычисление дуги кривой. 
Если дуга кривой задана уравнением  y f x  на  ;a b  и функция 

 y f x  имеет непрерывную производную на  ;a b , то длина дуги кривой, 

содержащейся между точками x a , x b , определяется по формуле 
 

  2
1

b

a

l y dx  . (7.12) 
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Если кривая задана уравнением  x g y  на  ;c d  и функция  x g y  имеет 

непрерывную производную на  ;c d , то длина дуги кривой находится по формуле 
 

  2
1

d

c

l x dy  . (7.13) 

Если кривая задана параметрическими уравнениями  x x t ,  y y t  

 1 2;t t t , где  x t ,  y t  – непрерывные дифференцируемые функции, то длина 

дуги кривой находится по формуле 
 

    
2

1

2 2
t

t t

t

l x y dt   . (7.14) 

Если задано полярное уравнение кривой ( )r r  ,  ;   , где производ- 

ная  r   непрерывна на  ;  , то длина дуги кривой вычисляется по формуле 
 

     22l r r d




     . (7.15) 

 

Физические приложения определенного интеграла. 
Вычисление пройденного пути по скорости. 
Если  v v t   скорость движения материальной точки вдоль некоторой 

прямой, то путь S , пройденный ею за промежуток времени  1 2;t t , вычисляется 

по формуле 

 
2

1

( )
t

t

S v t dt  .   

 

Вычисление работы переменной силы. 
Пусть под действием силы  F x  материальная точка движется вдоль прямой, 

параллельной оси 0x . Работа силы на участке пути  ;a b  вычисляется по формуле 
 

  
b

a

A F x dx  . (7.16) 

Вычисление силы давления жидкости на пластину. 
Пусть пластина, погруженная вертикально в жидкость, ограничена 

линиями  1y f x ,  2y f x , x a  и x b . Тогда сила давления жидкости на 

пластину вычисляется по формуле 
 

     2 1

b

a

P g x f x f x dx    , (7.17) 

где  g   ускорение свободного падения, 29,8 м/cg ; 

     плотность жидкости. 
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Вычисление статических моментов. 
Пусть дана криволинейная трапеция (пластина), ограниченная линиями 
 y f x , 0y  , x a , x b . Поверхностная плотность пластины постоянна и 

равна  . Тогда статические моменты плоской фигуры относительно осей 
координат 0x  и 0y  вычисляются по формулам 

  2

2

b

x

a

M f x dx


  ;     
b

y

a

M x f x dx   .  

Пусть дуга плоской материальной кривой задана уравнением  y f x , где 

 ;x a b , и имеет плотность  x   . Тогда статические моменты 

относительно осей 0x  и 0y  вычисляются по формулам 

       2
1

b

x

a

M x f x f x dx     ;        2
1

b

y

a

M x x f x dx     ;  

         2 2

xM t y t x t y t dt




      ,          2 2
[yM t x t x t y t dt





      ,  

если кривая задана уравнениями  x tx ,  y ty ,  1 2;t t t . 

Вычисление моментов инерции. 
Моменты инерции дуги плоской кривой  y f x , где  ;x a b ,  

с плотностью  x    относительно осей 0x  и 0y   

       22 1
b

x

a

J x f x f x dx     ;          22 1
b

y

a

J x x f x dx     .  

Момент инерции относительно оси 0x  дуги кривой, заданной 
параметрическими уравнениями  x x t ,  y y t ,  1 2;t t t , вычисляется по 

формуле 

      2 22
x y tJ y t x y dt





      .  

Соответственно,      2 22
y y tJ ytx x dt





      . 

 

Вычисление координат центра масс. 
Координаты центра масс дуги плоской кривой  y f x , где  ;x a b ,  

с плотностью  x     вычисляются по формулам 

 y
c

M
x

M
 ;     x

c

M
y

M
 , (7.18) 

массу дуги M  находят по формуле 
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     2
1

b

a

M fx dxx      

или 

        2 2
M t x t y t dt





     ,  

если кривая задана уравнениями  x tx ,  y ty ,  1 2;t t t . Координаты 

центра масс плоской пластины также вычисляют по формулам (7.18), но здесь 

  
b

a

M f x dx    .  

 

7.2 Примеры решения задач 
 

1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 22y x   и 2y x . 
 

 
 
Рисунок 7.9 

 
Решение  
 
Найдём точки пересечения кривых, решив систему уравнений: 
 

2

2

,

2 .

y x

y x

 


 
 2 22x x  ; 22 2x  , 2 1x  ; 

1,

1.

x

y

 
 

 

 

Площадь фигуры (см. рисунок 7.1) находим по формуле (7.3): 
 

   
11 1 3

2 2 2

1 1 1

2 2 2 8
2 2 2 2 2 2 .

3 3 3 3

x
S x x dx x dx x

  

                      
    

   

 

2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью Ox  и одной аркой 
циклоиды 

 

 
 

sin ,

1 cos .

x a t t

y a t
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Решение 
 

Площадь фигуры (рисунок 7.10) найдем по формуле (7.5).  
Если 0x  , то 0t  ; если 2x a  , то 2t  . Отсюда 
 

       

   

2 2 2
22 2 2

0 0 0

22 2 2
22 2 2 2

0
0 0 0

1 cos 1 cos 1 cos 1 2cos cos

1 cos2 1
1 2cos 2sin sin 2 3 .

2 2 2

S a t a t dt a t dt a t t dt

t a
a t dt a dt a t t t t a

  

 


         

           
 

  

 
 

 

 
 

Рисунок 7.10 
 
3 Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси Ox  фигуры, 

ограниченной линиями 22 y x  и 2 2 3 0x y   . 
 

Решение 
 

При вычислении объёмов тел вращения нет необходимости изображать 
сами тела; достаточно построить фигуры (рисунок 7.11), которые вращаются. 

2

2

x
y   – парабола; 2 2 3 0x y    – прямая. 

 

 
 

Рисунок 7.11 
 

Найдем пределы интегрирования, решив систему уравнений: 
 

2
2 2 1 2

1 1

3, 1,2 3 0,
2 , 2 ,

9 13 2
; .2 2 3 0; 2 3 2 ; ;

2 22

x xx x
y x y x

x
y yx y y x y
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Применим формулу (7.8): 
 

1221 2 2 3 5

3 3

3 9 3 2
18 .

2 2 4 2 3 20 15x

x x x x
V x dx x

 

                            
  

 

4 Найти длину кардиоиды  1 cosr a   . 
 
Решение 
 
Применим формулу (7.15), где sinr a    . 

 

 

   

2 2
22 2 2 2 2

0 0

2 2 2

0 0 0

2

0

1 cos sin 1 2cos cos sin

2 2cos 2 1 cos 2 sin
2

4 cos 4 cos cos0 4 1 1 8 .
2

l a a d a d

a d a d a d

a a a a

 

  



             


             

             
 

 

    

 
5 Найти величину давления воды на вертикальную стенку в форме 

полукруга, диаметр которой находится на поверхности воды и равен 6 м. 
Плотность воды 31000 кг/м  . 

 

Решение 
 

Уравнение окружности с центром в точке (0;0)O  и радиусом 3R   имеет 

вид 2 2 9x y  . Так как стенка (рисунок 7.12) имеет форму полукруга, то из 

формулы 2 2 9x y    выразим 29y x  .  
 

 
      
Рисунок 7.12 
      
Применим формулу (7.17): 
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3 3
2 2

0 0

3
3

2 2

0

2 9 2 9,8 1000 9

1
19600 (9 ) 176400 Н 176,4 кН.

3

            

 
      

 

 P g x x dx x x dx

x

 

 
6 Котёл имеет форму параболоида вращения. Радиус его основа- 

ния 3 мR  , глубина 5 мH  . Котёл наполнен жидкостью, плотность кото- 

рой 30,8 г/см  . Найти работу по выкачиванию жидкости из котла.  
 

Решение 

Применим формулу (7.16). Сечение котла плоскостью 0x y  есть парабола с 

уравнением 2y ax , которому удовлетворяет точка (3;5)N . Имеем 5 9a ; 
5

9
a  . 

Тогда уравнение данной параболы 25

9
y x .  

Разделим параболу (рисунок 7.13) на слои плоскостями, параллельными 
поверхности жидкости. Пусть толщина слоя на глубине 5 y  равна dy . Слой 

можно приближенно считать цилиндром. Тогда его объём 2dv x dy  . Из урав-

нения параболы находим 2 9

5
x y . Тогда 

9

5
dv ydy  . Масса слоя жидкос- 

ти 
9

5
dm dv y dy      . 

 
       
Рисунок 7.13 
 
Работа по выкачиванию жидкости, которая состоит в том, что надо 

поднять все слои жидкости на высоту 5 y ,  

55 5 2 3
2

0 0 0

9 9 9 5
(5 ) (5 )

5 5 5 2 3

9 125 125 9 125 75
.

5 2 3 5 6 2

 
          

 

         
 

 
y y

A g y y dy g y y dy g

g g g
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По условию 30,8 г/см  , 29,8 м/сg  . Подставив эти значения в 
последнюю формулу, получим 

 

75
3,14 800 9,8 294300 Дж.

2
    A  

 
 
7.3 Задания для самостоятельной работы 
 

1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 2 1y x   и 

6 7y x  .  Ответ: 
4

3
. 

2 Вычислить площадь сегмента, отсекаемого прямой y x   от параболы 
22y x x  .  Ответ: 4,5. 

3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
4

y
x

 , 0y  , 1x  , 

4x  . Ответ: 8ln 2 . 
4 Вычислить площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 

2cos2r a  .  Ответ: 22a . 

5 Вычислить площадь фигуры, ограниченной астроидой 3cosx a t  , 

3siny a t  .  Ответ: 
23

8

a
. 

6 Вычислить объём тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 
линиями 3y x , 0y  , 2x  : 

а) вокруг оси 0x ; 
б) вокруг оси 0y . 

Ответы: а) 
128

7


;  б) 

64

5


. 

7 Найти длину дуги кривой  2ln 1y x   от 1 0x   до 2

1

2
x  .  

        Ответ: ln3 0,5 . 
8 Скорость прямолинейного движения материальной точки , м/сv ; 

0,01tv t e  . Найти путь, пройденный точкой от начала движения до полной 
остановки.  Ответ: 410 м . 

9 Найти координаты центра масс однородной дуги астроиды 3cosx a t  , 
3siny a t  , расположенной в первом квадранте.  Ответ: 

2

5cx a , 
2

5cy a . 
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10 Найти координаты центра масс однородной дуги полуокружности 
2 2y R x   и момент инерции полуокружности относительно оси 0x .  

        Ответ: 0cx  , 
2

c

R
y 


, 

2

2x

R
J


 . 

11 Найти статический момент дуги эллипса 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , лежащей в 

первом квадранте, относительно оси 0x . Ответ: 
2

arcsin
2 2

b ab
 


 (где    

эксцентриситет эллипса). 
 
7.4 Домашнее задание 
 
1 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 2 6y x   и 

5y x   . Ответ: 
1

6
. 

2 Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой (1 cos )r a   . 

Ответ: 
23
.

2

a
 

3 Вычислить объём полученной вращением вокруг оси Oy  фигуры, 

ограниченной линиями 2y x , 4 0x y  .  Ответ: 
20

3


. 

4 Найти объём тела, полученного при вращении вокруг оси Ox  фигуры, 

лежащей в плоскости xOy  и ограниченной линиями 2y x , 2x y . Ответ: 
3

10


. 

5 Какую работу надо затратить, чтобы растянуть пружину на 6 см , если 
сила в 10 Н растягивает её на 1см ?  Ответ: 0,18 Дж . 

6 Найти давление бензина, находящегося в цилиндрическом баке высотой 
3,5мH   и радиусом основания 1,5мR   на его стенки, если 3900кг / м  .  

Ответ: 161700 ,Н 161,7 ,кНP     . 

7 Найти координаты центра масс дуги окружности 
cos ,

sin ,

x a t

y a t

 
  

 

расположенной в первой четверти.  Ответ: 
2

c

a
x 


, 

2
c

a
y 


. 
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