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Введение 
 

Основными показателями геомет-
рической точности изделий в маши-
ностроении являются отклонения формы 
и расположения их конструктивных 
элементов и поверхностей.  

При этом в качестве отклонений 
формы действующие стандарты прини-
мают соответствующие отклонения от 
номинальных поверхностей. Такие по-
верхности (математически идеальные) 
заданы обычно чертежом изделия или 
другой технической документацией [1].  

Указанные отклонения формы мо-
гут иметь различную размерность.  

Так, одномерным отклонением 
формы характеризуется отклонение ли-
нейного профиля, т. е. линии, образо-
ванной пересечением секущей плоскос-
ти и трехмерного объекта (например, 
отклонение от прямолинейности профи-
ля продольного сечения вала). 

Двухмерное отклонение формы 
характерно для профилей, описываемых 
двумя координатами (например, откло-
нение от круглости поперечного сечения 

вала). 
Трехмерным отклонением формы 

описываются геометрические погреш-
ности тел (например, отклонение реаль-
ной поверхности вала от цилинд-
ричности). 

В зависимости от относительного 
расположения номинальных поверхнос-
тей внутри или вне материала изделия 
(на практике наиболее часто в этом ка-
честве применяются прямые, окружнос-
ти, плоскости и цилиндры) различают 
прилегающие описанные и вписанные 
поверхности.  

Такие прилегающие поверхности 
расположены либо целиком в материале 
изделия (вписанные поверхности), либо 
целиком за его пределами (описанные 
поверхности), т. е. в зависимости от типа 
сопрягаемой поверхности являются ох-
ватывающими или охватываемыми. 

Данное свойство позволяет также 
охарактеризовать прилегающие поверх-
ности как поверхности, соответствую-
щие сопряжению с реальным профилем 
с нулевым зазором (или натягом).  

Прилегающие поверхности обла-
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дают также тем определяющим свойст-
вом, что отклонение от них до наиболее 
удаленной точки реальной поверхности 
изделия имеет минимальное значение по 
сравнению со всеми другими аналогич-
ными поверхностями. Данное обстоя-
тельство позволяет сформулировать для 
прилегающих поверхностей следующий 
критерий оптимальности: 

 
min)(max  niri

i
xxz ,           (1) 

 
где rix  – i-й отсчет из массива реального 

профиля; nix  – i-й отсчет из массива 

номинального профиля. 
Использование прилегающих 

поверхностей является способом оценки 
отклонений формы, наиболее удобным 
для практического применения. При 
этом определение положения прилегаю-
щих поверхностей в пространстве при 
измерениях ведется с использованием их 
физических эквивалентов (например, по-
верочных линеек – для линейных про-
филей; эталонных оправок и разрезных 
втулок – для отклонений от круглости; 
контрольных плит – для оценки от-
клонений от плоскостности; комбиниро-
ванных эталонов – для отклонений от 
цилиндричности и фасонных поверх-
ностей [1]). 

При этом точность оценки откло-
нений формы во многом определяется 
погрешностью изготовления указанных 
эталонных поверхностей. Другим су-
щественным недостатком этого способа 
часто является необходимость изготов-
ления индивидуальных эталонных по-
верхностей для каждого номинала раз-
меров, выполненных с точностью, как 
правило, на 2–3 квалитета выше, а пото-
му сопряженной с достаточной трудо-
емкостью.  

Наименее затратным способом в 
описанной ситуации обладал бы метод 
оценки отклонений формы, связанный с 
прямыми измерениями размеров изде-
лия (его «оцифровкой»), а затем с анали-
тическим построением соответствую-

щих номинальных поверхностей.  
Однако точное решение в данном 

случае может быть получено только для 
наиболее простых случаев. Например, 
для оценки отклонений от прямолиней-
ности может быть получено аналитиче-
ское решение такой задачи методом 
наименьших квадратов. Начиная уже с 
двухмерных объектов решения оказыва-
ются приближенными. Так, к примеру, 
оценка отклонений от круглости попе-
речного сечения валов ведется путем 
нахождения не прилегающей, а средней 
окружности с использованием с такой 
целью метода наименьших квадратов. 
Для трехмерных объектов аналити-
ческое решение вовсе не существует 
(например, на сегодняшний день не су-
ществует строгого аналитического мето-
да для нахождения прилегающего ци-
линдра). 

Попытке решения таких задач чис-
ленными методами посвящена данная 
работа. 

 
Основная часть 

 
При решении задач, связанных с 

отысканием прилегающих профилей, 
всегда в качестве критерия точности 
найденного решения приходится ис-
пользовать меру расстояний между 
геометрическими объектами (метрику 
пространства). Несмотря на кажущуюся 
простоту использования метрик, выбор 
их типа может оказаться нетривиальной 
задачей. 

 
Свойства метрик пространств 

 
В качестве меры (функции) рас-

стояний между двумя точками );;( iii zyx  

и );;( jjj zyx  в декартовой системе 

координат традиционно используется 
евклидова метрика 

 
222 )()()( jijijiij zzyyxxd  . (2) 
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Однако при решении многих задач 
прикладной геометрии, связанных с оп-
ределением расстояний (например, задач 
метрического распознавания образов в 
факторном пространстве), может ис-
пользоваться и ряд других метрик, удов-
летворяющих аксиоме тождества и ак-
сиоме треугольника.  

Примером семейства таких метрик 
является обобщенное расстояние Мин-
ковского [2]: 

 

m
n

ji

n

ji

n

jiij zzyyxxd  ,  (3) 

 
где n, m – произвольные неотрицатель-
ные показатели метрики (за исклю-
чением случаев, когда n = m < 1, при 
которых нарушается неравенство тре-
угольника и формула (3) не является 
метрикой). 

Классическая метрика по Минков-
скому описывается сочетанием пара-
метров n = m.  

При n = m = 1 формула (3) соот-
ветствует метрике Хэмминга (расстоя-
нию по Манхэттэну). При n = m = 2  
она описывает классическую метрику 
Евклида.  

Особый интерес представляет со-
бой случай  mn , соответствующий 
метрике Чебышёва. В этом случае фор-
мула (3) вырождается в метрику 

 

 jijijiij zzyyxxd  ;;max . (4) 

 
Как нетрудно убедиться, форму- 

ла (4) изоморфна выражению для це-
левой функции (1), которая минимизи-
руется при поиске прилегающих по-
верхностей. 

Использование метрик обобщен-
ных расстояний позволяет дифференци-
рованно подходить к оценке меры бли-
зости профилей. Так, при минимальных 
значениях параметров n и m в оценку 
расстояния ijd  вносят относительно рав-

ный вклад координаты, имеющие даже 
небольшие разности. Наоборот, большие 

значения параметров n и m приводят к 
тому, что величина ijd  определяется 

преимущественно большими разнос-
тями координат; предельным случаем 
этого является метрика (4). 

Это обстоятельство позволяет сде-
лать предположение о том, что выбор 
конкретного вида метрики для оценки 
расстояний, таким образом, может быть 
связан со спецификой решаемой задачи. 

 
Оценка отклонений формы  

и расположения поверхностей  
как задача оценки обобщенных 

расстояний 
 
Оценка отклонений формы по ко-

ординатам точек, образующих контур 
изделий, связана с учетом как систе-
матических погрешностей геометри-
ческих измерений (методических, инст-
рументальных), так и случайных состав-
ляющих, определяемых состоянием по-
верхности, влиянием технологических 
факторов предшествующей механиче-
ской обработки (технологической нас-
ледственностью).  

Автоматизация процедуры поиска 
прилегающего (или вписанного) профи-
ля численным методом, как правило, 
опирается на использование критерия 
наименьших квадратов   

 

2 2

1 1

ˆ( ) min,
n n

ост i i i
i i

S y y
 

          (5) 

 

где остS  ‒ остаточная сумма или сумма 

невязок аппроксимирующего (номи-
нального) iŷ  и аппроксимируемого 

(измеренного) iy  профилей; 2
i  ‒ квад-

рат отклонения аппроксимирующего 
значения от аппроксимируемого. 

Если принять гипотезу о том, что 
аппроксимирующий профиль совпадает 
или минимально отличается от мате-
матического ожидания аппроксимируе-
мого профиля, т. е. ˆ i iy у , то расчет 

остаточной суммы (5) в этом случае ана-
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логичен процедуре вычисления цент-
рального момента второго порядка 2μ   
с точностью до множителя 1/n (без 
усреднения по числу измерений): 

 
2

1
2 ˆ

1
μ 




n

i
ii yy

n
. 

 
Применительно к решаемой задаче 

величины iŷ  и iy  могут быть интерп-

ретированы как обобщенные декартовы 
координаты метрического пространства 
размерностью m, а вычисление остаточ-
ной суммы остS  в этой связи – как 

оценка обобщенного декартова рас-
стояния между аппроксимируемым и 
аппроксимирующим профилями поверх-
ностей. Очевидным образом, для сравне-
ния значений iŷ  и yi могут быть ис-

пользованы вычисления моментов 
третьего и более высоких порядков тμ , 

более чувствительных к локальным отк-
лонениям профиля. Формулы централь-
ных моментов [3] в этом случае ока-
зываются аналогичными (с точностью до 
усреднения и возведения в степень 1/m) 
метрикам обобщенных расстояний (3).  

В качестве обобщенного критерия 
близости (остаточной суммы) в этом 
случае могут применяться суммы 

 

minμˆ
1

 


m

mn

i
iiост

m nyyS ,  (6) 

 
где n – число точек, описывающих 
профили измеренной и приближающей 
поверхностей. 

 
Моделирование прилегающих 
профилей с использованием 
обобщенных расстояний 

 
C целью оценки влияния метрик 

обобщенного расстояния на результаты 
построения номинальных контуров бы-
ли проведены численные эксперименты 
по нахождению аппроксимирующих по-

верхностей. 
В качестве параметров линии про-

филя вычислялись постоянный коэффи-
циент (смещение) и угловой коэффи-
циент (коэффициент наклона). 

Для поверхностей в форме плос-
кости определялись четыре параметра: 
смещение и угловые коэффициенты по 
координатным осям x, y, z.  

Для профиля окружности рассчи-
тывались четыре параметра: координаты 
центра и радиус. 

Для цилиндра определялись семь 
параметров: координаты центров базо-
вых торцев и радиус (для уменьшения 
размерности задачи принималось допу-
щение, что плоскости торцев перпен-
дикулярны линии, соединяющей их 
центры). 

Поиск указанных параметров велся 
на основе алгоритма случайного поиска 
с возвратом [4]. Использование такого 
алгоритма позволяет снизить риск 
«застреваний» вычислений в локальных 
экстремумах пространства поиска, одна-
ко может демонстрировать низкую ско-
рость сходимости решения. 

На начальном этапе параметры 
поиска П инициализируются начальны-
ми значениями (в первом приближении, 
допустимо нулевыми):  

 

 kП 0
2

0
1

0 π;...π;π , 
 

после чего по формуле (6) рассчитывается 

начальная остаточная сумма 
0
ост

mS   
с выбранным порядком метрики m.  

Последовательно вносятся слу-
чайные изменения в текущие значения 
параметров k

0π : 
 

,εππ 101
kkk   

 

где k
1ε  – случайное число, абсолютная 

величина которого определяет точность 
найденной величины параметра (реко-
мендуется экспоненциально уменьшать 
ее в процессе поиска решения). 

После каждого случайного изме-
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нения параметра рассчитывается целе-
вая функция (остаточная сумма (6)) 

ост
mS 1  и при выполнении условия 

 

ост
m

ост
m SS 10   

 
полученное изменение фиксируется 
(найдено локальное улучшение реше-
ния). Далее описанные действия повто-
ряются в цикле по всем остальным 
параметрам. 

Решение будет найдено, когда 
будут выполнены условия останова ал-
горитма (сделано заранее заданное ко-
личество шагов; целевая функция на 
протяжении длительного числа циклов 
не изменяется и т. п.). 

Далее представлены результаты 
численного моделирования контуров 

прилегающих окружностей, найденные с 
использованием различных метрик рас-
стояний. Для улучшения восприятия по 
координатным осям при этом отложены 
не действительные размеры измерен-
ного профиля, а его отклонения от 
среднего размера в микрометрах. 

На рис. 1 показан аппроксимирую-
щий профиль, полученный с исполь-
зованием метрики m = 2 (евклидова 
метрика, метод наименьших квадратов 
(МНК)). Такой профиль представляет 
собой окружность, локализованную по-
середине измеренных точек, равноуда-
ленную от них в квадратическом смысле. 
Однако данный профиль не обладает 
свойствами прилегающей окружности 
(не расположен вне или внутри мате-
риала изделия). 

 
 

 
 

Рис. 1. Приближение к контуру прилегающей окружности с использованием метрики m = 2 (метод 
наименьших квадратов) 

 
 

Исправить данное обстоятельство 
позволяет повышение порядка целевой функции ост

mS . На рис. 2 представлен 
аналогичный график для метрики m = 10. 
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Видно, что повышение ее порядка при-
водит к тому, что аппроксимирующий 
профиль начинает смещаться к наиболее 
удаленным точкам реального профиля.  
В еще большей мере этот эффект заметен 
для метрики порядка m = 50 (рис. 3),  
а для метрики m = 500 (рис. 4) получен 

практически совпадающий с прилегаю-
щей окружностью профиль, положение 
которого определяется позицией наибо-
лее удаленной от центра точки, обеспе-
чивающей приближенное выполнение 
условия (4). 

 

 
 

   
 

Рис. 2. Приближение к контуру прилегающей окружности с использованием метрики m = 10 
 

 
 

Рис. 3. Приближение к контуру прилегающей окружности с использованием метрики m = 50 
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Рис. 4. Приближение к контуру прилегающей окружности с использованием метрики m = 500 
 

 
Вышеописанный метод, по-види-

мому, может применяться и для при-
ближенного нахождения вписанных про-
филей. При этом на меру расстояния 
должны влиять наиболее близкорасполо-
женные точки профиля, что соответст-
вует нахождению метрик размерностью 
m < 1. Так, пример использования для 
нахождения вписанной окружности с 
помощью метрики m = 0,5 приведен на 
рис. 5. Необходимо, однако, отметить, 
что алгоритмы, использующие метрики 
m < 1, демонстрировали неустойчивую 
работу. 

Простота описанного подхода 
заметно нивелируется необходимостью 
операций с крайне большими числами, 

являющимися слагаемыми сумм ост
mS . 

При значительных порядках метрик 
возможны ситуации с зависаниями прог-
раммы из-за переполнения стека про-
цессора. Также существует вероятность 
«застреваний» алгоритма в локальных 
минимумах, в связи с чем рекомендуется 

перезапуск алгоритма. 
Одним из способов снижения раз-

мерности при применении описанных 
алгоритмов является использование про-
цедуры логарифмирования метрик (3), 
при которой сохраняется общая тенден-
ция изменения расстояния (увеличение 
при возрастании расстояния), но сни-
жаются величины расстояний.  

Другим, более радикальным, спосо-
бом может быть использование сжимаю-
щих преобразований, с помощью кото-
рых бесконечные интервалы расстояний 
преобразовываются к конечным. С этой 
целью может использоваться, например, 
логистическая функция 

 

xe
xy 


1

1
)(                   (7) 

 
или обобщенная логистическая  

 
mxexy )1()(  .             (8) 
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Рис. 5. Приближение к контуру вписанной окружности с использованием метрики m = 0,5 

 
Выводы 

 
1. Рассмотрен простой алгоритм 

построения прилегающих поверхностей, 
базирующийся на использовании обоб-
щенных метрик Минковского. 

2. Приведено описание результатов 

численных экспериментов с различными 
метриками для нахождения описанных 
(m > 1) и вписанных (m < 1)  поверх-
ностей. 

3. Предложена процедура примене-
ния сжимающих функций для снижения 
размерности задачи. 
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