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Введение 
 

Курсовое движение колесных 
тракторов по дорогам, содержащим раз-
личные неровности и препятствия, тре-
бует совершения ими маневров, необ-
ходимых для устойчивого криволиней-
ного управляемого движения, а также 
для обгона движущихся в том же 
направлении транспортных средств. 

В работе для исследования мо-
бильности курсового движения колес-
ных тракторов используется такое поня-
тие, как траекторная устойчивость, под 
которой понимается способность под-
держивать ими задаваемые траектории 
движения и курсовую устойчивость. 
Для исследования устойчивости назван-
ных тракторов используется разрабо-
танная имитационная математическая 
модель их курсового движения. 

В последнее время при выполне-
нии имитационного моделирования 
курсового движения колесных машин 
используется понятие их беспилотного 
движения классического и нейросетево-
го подходов. 

При использовании классического 

подхода для исследования беспилотного 
движения колесных машин могут ис-
пользоваться специальные формы, пред-
ставляемые в виде следующих модулей: 

 локализации, используемые 
для определения места нахождения ко-
лесной машины; 

 распознавания находящихся 
на проезжей части других транспортных 
средств; 

 управления движением, ис-
пользуемые для построения траектории 
движения и технологии проезда по за-
даваемому маршруту. 

В нейросетевом подходе исполь-
зуются нейронные сети, содержащие 
такие элементы, как данные из камер и 
команды управления, в которых исполь-
зуется машинное обучение с использо-
ванием компьютерных программ, рабо-
тающих по принципу человеческо- 
го мозга с сетями различных нейрон- 
ных связей. 

Под нейронной сетью понимается 
обучаемая система, которая может быть 
самообучаемой с помощью задаваемых 
алгоритмов распознавания и получае-
мых данных, необходимых для поддер-
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жания устойчивого курсового дви- 
жения [1]. 

В работе рассматриваются разра-
ботанная математическая модель и про-
граммное обеспечение имитационного 
моделирования, используемые для оцен-
ки показателей курсовой устойчивости 
беспилотного движения колесного трак-
тора с передними управляемыми коле-
сами. При этом используется также та-
кой показатель, как траекторная устой-
чивость криволинейного движения. 

 
Основная часть 

 
В последнее время мобильное 

беспилотное управляемое курсовое дви-
жение колесных машин получает все 

более широкое применение, поэтому 
указанные машины должны соответ-
ствовать требованиям безопасности до-
рожного движения, т. е. курсовой устой-
чивости, управляемости и маневренно-
сти. На указанные показатели курсового 
движения названных колесных машин 
оказывают влияние их массогеометри-
ческие параметры, а также упругие ха-
рактеристики подвески и шин [2]. По-
этому в работе для оценки мобильности 
беспилотного управляемого курсового 
движения колесного трактора с перед-
ними управляемыми колесами постав-
лена задача разработки имитационной 
математической модели его курсового 
движения. Общий вид указанного трак-
тора представлен на рис. 1. 

 
 

 
 

Рис. 1.  Общий вид колесного трактора 

 

 

Оценку зависимости указанных 
параметров колесного трактора на 
показатели его курсовой устойчивости и 
управляемости можно выполнить с 
использованием имитационного моде-

лирования. В работе была поставлена 
задача разработки математической мо-
дели, содержащей дифференциальные 
уравнения курсового движения и верти-
кальной динамики колесного трактора с 
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передними управляемыми колесами,  
а также программного обеспечения 
имитационного моделирования его 
управляемого курсового движения. Для 

вывода указанных дифференциальных 
уравнений разработана расчетная схема, 
представленная на рис. 2. 
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Рис. 2. Расчетная схема управляемого курсового движения колесного трактора  

 
В расчетной схеме, приведенной на 

рис. 2, используются следующие геомет-
рические параметры: l1, l2, lmc – расстоя-
ния от центра масс трактора до его пе-
редней, задней осей и до линии мгновен-
ных центров поворота; dk1...dk4 – полови-
ны передней левой, передней правой, 
задней левой и задней правой осей 
трактора; x1...x4 – координаты проекций 
на ось ОХ центров переднего левого, 
переднего правого, заднего левого и зад-

него правого колес трактора; y1...y4 – ко-
ординаты проекций на ось ОY центров 
переднего левого, переднего правого, 
заднего левого и заднего правого колес 
трактора; 1

x ... 4
x  – продольные скорости 

центров переднего левого, переднего 
правого, заднего левого и заднего пра-
вого колес трактора; 1

y ... 4
y  – скорости 

поперечных перемещений центров пе-
реднего левого, переднего правого, зад-
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него левого и заднего правого колес 
трактора; φ – курсовой угол остова 
трактора; 1...4 – углы увода шин 
переднего левого, переднего правого, 
заднего левого и заднего правого колес 
трактора; v1...v4 – продольные скорости 
центров переднего левого, переднего 
правого, заднего левого и заднего пра-
вого колес трактора; Θ1, Θ2 – углы 
поворота левого и правого передних 
управляемых колес. 

В качество независимых обобщен-
ных координат курсового движения 
колесного трактора были выбраны 
следующие независимые обобщенные 
координаты: xc, yc, zc – перемещения 
центра масс трактора по продольной, 
поперечной и вертикальной осям;  
φ, Ψ,  – курсовой угол, угол крена и 
угол тангажа остова трактора. 

Для выбранных обобщенных ко-
ординат была разработана имитацион-
ная математическая модель, содержа-
щая шесть обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений второго порядка 
управляемого курсового движения трак-
тора по опорной поверхности, одним из 
которых является уравнение вертикаль-
ной динамики его центра масс. 

В процессе курсового движения 
колесного трактора по дорогам с мик-
ропрофилем его остов совершает угло-
вые, продольно-поперечные и верти-
кальные колебания, в результате чего 
изменяются сцепления шин его колес с 
опорной поверхностью, поэтому верти-
кальные реакции опорной поверхности 
на шины колес не являются постоян-
ными. В связи с этим для повышения 
точности имитационного моделирова-
ния динамические уравнения курсового 
движения трактора разработаны с уче-
том упругодиссипативных характерис-
тик его шин, а имитационная матема-
тическая модель, кроме уравнений кур-
сового движения, дополнена динами-

ческими уравнениями вертикальной 
динамики. 

Разработанная имитационная ма-
тематическая модель, кроме динами-
ческих уравнений курсового движения, 
содержит четыре дифференциальные 
уравнения первого порядка кинемати-
ческих связей шин колес трактора с 
опорной поверхностью, которые ис-
пользуются для определения изменяю-
щихся при криволинейном движении 
углов увода 1...4, необходимых для 
моделирования управляемого криволи-
нейного курсового движения. Эти урав-
нения используются также для имита-
ции процессов обгона транспортных 
средств, движущихся в том же направ-
лении, но с меньшей скоростью. 

Для управления мобильным бес-
пилотным курсовым движением колес-
ного трактора по траектории, форми-
руемой на основе данных, получаемых 
из установленных видеокамер, в мате-
матическую модель и в программное 
обеспечение был добавлен блок обгона, 
который в момент времени начала ма-
невра задает рулевому колесу ускорение 
угла его поворота, действующее до 
достижения им заданных скорости и 
угла поворота. После завершения обго-
на углу поворота рулевого колеса зада-
ются значения, возвращающие трактор 
в исходное положение для продолжения 
его дальнейшего движения. В резуль-
тате была получена имитационная мате-
матическая модель, позволяющая моде-
лировать управляемое курсовое движе-
ние трактора по дорожным магистралям 
без водителя. 

Дифференциальные уравнения 
вертикальных, продольных и попереч-
но-угловых колебаний трактора, а также 
уравнения его вертикальных колебаний 
были получены на основе приведенной 
на рис. 3 расчетной схемы.  
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Рис. 3. Расчетная схема продольных, поперечных угловых колебаний и вертикальной динамики 
колесного трактора 

 
 

На рис. 3 использованы следую-
щие упругодиссипативные характери-
стики шин колес трактора: c1...c4 – ко-
эффициенты вертикальной жесткости; 
k1...k4 – коэффициенты вертикального 
демпфирования; cx1...cx4 – коэффициен-
ты боковых жесткостей; kx1...kх4 – коэф-
фициенты бокового демпфирования. 

Приведенные на рис. 2 и 3 расчет-
ные схемы использовались для вывода 
дифференциальных уравнений управ-
ляемого курсового движения и верти-
кальной динамики трактора. 

Моделирование управляемого кур-
сового движения трактора выполнялось 
с использованием углов Θ1 и Θ2 по-
ворота передних левого и правого уп-
равляемых колес вокруг их вертикаль-
ных осей (см. рис. 2).  

Уравнения кинематических связей 
колес трактора с опорной поверхностью 
при движении без проскальзывания шин 

получены для случая, когда нормали к 
вертикальным плоскостям колес 
пересекаются в одной точке на линии 
мгновенных центров поворота – в точ- 
ке О (см. рис. 2). 

Эффективность управляемого кур-
сового движения трактора зависит от 
углов увода его шин, а также от по-
ложения линии мгновенных центров 
поворота управляемых колес. 

Таким образом, разработанная 
полная математическая модель курсо-
вого движения колесного трактора, по-
лученная с учетом продольно-попереч-
ных, вертикальных и угловых колеба-
ний ее остова, содержит шесть обыкно-
венных дифференциальных уравнений 
второго порядка и четыре дифферен-
циальных уравнения кинематических 
связей шин его колес с опорной по-
верхностью первого порядка:  
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Приведенная система дифферен-

циальных уравнений (1) содержит пе-
ременные vc, rtr, hc – продольная ско-
рость, радиус криволинейной траекто-
рии движения трактора и высота его 
центра масс. 

В системе уравнений (1) первые 
три дифференциальных уравнения вто-
рого порядка – это уравнения курсового 
движения; четвертое – уравнение вер-

тикального перемещения центра масс; 
пятое и шестое – уравнения поперечно- 
и продольно-угловых колебаний под-
рессоренной трактора. Седьмое уравне-
ние математической модели использу-
ется для вычисления скоростей углов 
увода шин передних управляемых ко-
лес, а восьмое – углов увода шин задних 
колес. 

На шины колес в процессе движе-
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ния трактора действуют боковые реак-
ции опорной поверхности Yi, которые 
вычисляются по формуле 

 
, 1...4i ui iY k i   ,             (2) 

 
где kui – коэффициенты сопротивления 
боковому уводу шины i-го колеса. 

Полученные дифференциальные 
уравнения (1) курсового движения трак-
тора содержат переменные Pki, Pti – про-
дольные реакции опорной поверхности 
на шины и силы тяги ведущих колес. 

При криволинейном движении ко-
лесного трактора коэффициенты kui  
не являются постоянными величинами, 
т. к. они зависят от многих факторов и 
изменяются в зависимости от прило-
женных к шинам нормальных и танген-
циальных реакций дороги, которые за-
висят от характеристик дорожной по-
верхности [3, 4].  

Система дифференциальных урав-
нений (1) разработана для случая от-
сутствия бокового проскальзывания 
шин колес трактора при движении его 
по криволинейной траектории. Соглас-
но этому условию нормали к проекциям 
средних линий вертикальных поверх-
ностей шин на опорную поверхность 
должны пересекаться в одной точке О 
(см. рис. 2), а скорость поворота левого 
управляемого колоса 2 , зависящая от 

скорости поворота переднего правого 
колеса 1 , должна соответствовать зна-

чению, определяемому по формуле 
 

2
/2 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1( tg ) cos sin

il

l d l


 

    

 .  (3) 

 
Для моделирования беспилотного 

управляемого курсового движения ко-
лесного трактора по задаваемой траек-
тории разработан алгоритм, предусмат-
ривающий расчет реальных условий 
мобильности беспилотного движения, 
интегрирование системы дифференци-
альных уравнений (1). 

Угол 1  поворота переднего лево-

го управляемого колеса определяется по 
задаваемым значениям скорости и уско-
рения угла поворота рулевого колеса.  

Результаты имитационного моде-
лирования курсового движения, получа-
емые в процессе численного интегриро-
вания системы уравнений (1) сохраняют-
ся в файле, содержащем строки со зна-
чениями моментов времени, численных 
значений обобщенных координат и их 
скоростей, углов увода шин колес и зна-
чений некоторых сил и моментов. Со-
зданный таким образом файл использу-
ется для формирования графических за-
висимостей процессов управляемого 
курсового движения колесного трактора. 

В процессе численного интегриро-
вания системы уравнений (1) результа-
ты имитационного моделирования со-
храняются в файле, который использу-
ется для формирования графических 
зависимостей процессов управляемого 
курсового движения трактора. 

Некоторые результаты моделиро-
вания мобильности беспилотного кур-
сового движения колесного трактора на 
интервале времени от 0 до 10 с по до- 
роге с микропрофилем представлены  
на рис. 4–7. 

На рис. 4 приведен график пере-
мещения центра масс трактора, движу-
щегося со скоростью 11 м/с при совер-
шении им обгона транспортного сред-
ства, движущегося с более низкой ско-
ростью, на интервале времени от 0  
до 20 с. Трактор совершил маневр обго-
на с момента времени 0,5 с и через 9,3 с 
переместился влево на 2,51 м, после че-
го начал маневр возвращения на исход-
ную полосу движения. 

На рис. 5 представлены результа-
ты имитационного моделирования кур-
сового движения трактора при совер-
шении им маневра обгона, на котором 
представлены изменяющиеся во време-
ни параметры: скорость движения, пе-
ремещение центра масс по горизонтали, 
изменение курсового угла, вертикаль-
ные колебания центра масс, углы увода 
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шин передних левого и правого управ-
ляемых колес, а также углы увода шин 

задних левого и правого неуправляемых 
колес. 

 
 

 
хс 

 

Рис. 4. Траектория перемещения центра масс трактора при совершении маневра обгона 

 

 

l 
 

Рис. 5. Результаты имитационного моделирования курсового движения трактора с постоянной 
скоростью при совершении маневра обгона: 1 – скорость движения Vdv = 11 м/с; 2 – перемещение центра масс 

по горизонтали xc от 0 до 288 м; 3 – курсовой угол φ, рад/с; 4 – вертикальные перемещения центра масс zc от 0 до 0,025 м;  
5, 6 – углы увода шин передних левого δ1 и правого δ2 управляемых колес от 0 до 0,018 рад; 7, 8 – углы увода шин задних левого δ1 

и правого δ2 неуправляемых колес от 0 до 0,018 рад; 9, 10 – углы поворота передних левого te1 и правого te2 управляемых колес  
от 0 до 0,04 рад 

 
 

yс 
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Рис. 6. Вертикальная динамика движения колесного трактора по дороге со случайным  

микропрофилем: 1 – вертикальное перемещение центра масс zc, м; 2–5 – вертикальные перемещения центров масс  
колес z1…z4, м; 6–9  – углы увода шин колес δ1…δ4, рад 
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Рис. 7. Результаты имитационного моделирования процесса поворота трактора на угол 90 град 

против часовой стрелки: 1–3 – траектории движения центра масс трактора, передних левого и правого управляемых колес 

 
 

На рис. 6 представлены результа-
ты имитационного моделирования вер-
тикальной динамики трактора, отобра-
жающие вертикальные перемещение 

центра масс трактора и центров его ко-
лес, а также изменения углов увода его 
шин при совершении управляемого кур-
сового движения по дороге со случай-
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ным микропрофилем. 
На рис. 7 приведен результат мо-

делирования управляемого курсового 
движения, на котором отображается 
процесс поворота трактора на 90 град 
против часовой стрелки. 

Приведенные на рис. 4–7 резуль-
таты подтверждают работоспособность 
разработанной математической модели 
и программного обеспечения имитаци-
онного моделирования беспилотного 
управляемого курсового движения ко-
лесного трактора по дорогам со случай-
ным микропрофилем. 

Таким образом, разработанные ма-
тематическая модель, алгоритм и про-
граммное обеспечение имитационного 
моделирования курсового движения мо-
гут успешно использоваться для оценки 
мобильности беспилотного курсового 
движения колесных тракторов. 

 

Выводы 
 

Разработанная динамическая имита-
ционная математическая модель управля-
емого курсового движения колесного 
трактора может успешно использоваться 
для моделирования его беспилотного 
управляемого курсового движения с уче-
том вертикальной динамики, а также для 
оценки мобильности его беспилотного 
управляемого курсового движения по ре-
альным траекториям.  

Программное обеспечение, разра-
ботанное на основе полученной матема-
тической модели, позволяет выполнять 
расчетные исследования для повышения 
маневренности колесного трактора и 
оценки влияния его массогеометри-
ческих и упругодиссипативных харак-
теристик подвески и шин на мобиль-
ность, курсовую устойчивость, управля-
емость и маневренность.  
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Abstract 
A mathematical simulation model of the course movement of a wheeled tractor with front steerable 
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