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Введение 
 
Экспериментальные исследования широко применяются на всех стадиях 

разработки, производства и эксплуатации различных технических объектов. 
При создании электронных и электротехнических устройств основные затраты 
приходятся на их настройку и испытания. 

Теория планирования эксперимента формулирует приемы и способы оп-
тимальной организации исследовательской работы. Овладение основами тео-
рии эксперимента и практическими приемами ее использования повышает эф-
фективность работы исследователя, позволяет с наименьшими затратами ре-
шать многие практически важные исследовательские задачи: построение по 
опытным данным математической модели объектов, оптимизацию процессов, 
проверку различных предположений. 
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1 Практическое занятие № 1. Методы и приборы измерения 
электрических величин 

 
Цель работы: исследование электроизмерительных приборов и их приме-

нение в экспериментах. 
 
Краткие теоретические сведения 
 
Электроизмерительные приборы служат для контроля режима работы 

электрических установок, их испытания и учета расходуемой электрической 
энергии. В зависимости от назначения электроизмерительные приборы подраз-
деляют на амперметры (измерители тока), вольтметры (измерители напряже-
ния), ваттметры (измерители мощности), омметры (измерители сопротивления), 
частотомеры (измерители частоты переменного тока), счетчики электрической 
энергии и др. Различают две категории электроизмерительных приборов: рабо-
чие − для контроля режима работы электрических установок в производствен-
ных условиях и образцовые − для градуировки и периодической проверки ра-
бочих приборов. В зависимости от способа отсчета электроизмерительные при-
боры разделяют на приборы непосредственной оценки и приборы сравнения. 

Приборами непосредственной оценки, или показывающими, называются 
такие, которые позволяют производить отсчет измеряемой величины непосред-
ственно на шкале. К ним относятся амперметры, вольтметры, ваттметры и др. 
Основной частью каждого такого прибора является измерительный механизм. 
При воздействии измеряемой электрической величины (тока, напряжения, 
мощности и др.) на измерительный механизм прибора подается соответствую-
щий сигнал на отсчетное устройство, по которому определяют значение изме-
ряемой величины. 

По конструкции отсчетного устройства показывающие приборы делятся на 
приборы с механическим указателем (стрелочные), со световым указателем 
(зеркальные), с пишущим устройством (самопишущие) и электронные приборы 
со стрелочным или цифровым указателем отсчета. В стрелочных приборах из-
мерительный механизм поворачивает стрелку на некоторый угол, который 
определяет значение измеряемой величины (шкала прибора проградуирована в 
соответствующих единицах: амперах, вольтах, ваттах и пр.). 

В электроизмерительных приборах сравнения измерения осуществляются 
путем сравнения измеряемой величины с какой-либо образцовой мерой или 
эталоном. К ним относятся различные мосты для измерения сопротивлений и 
компенсационные измерительные устройства (потенциометры). Последние из-
меряют разность между измеряемым напряжением или ЭДС и компенсирую-
щим образцовым напряжением. В качестве сравнивающего прибора обычно ис-
пользуют гальванометр. 

Действие электроизмерительных приборов непосредственной оценки ос-
новано на различных проявлениях электрического тока (магнитном, тепловом, 
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электродинамическом и пр.), используя которые можно при помощи различных 
измерительных механизмов вызвать перемещение стрелки. 

В зависимости от принципа действия, положенного в основу устройства 
измерительного механизма, электроизмерительные приборы относятся к раз-
личным системам: магнитоэлектрической, электромагнитной, электродинами-
ческой, тепловой, индукционной и др. Приборы каждой из этих систем имеют 
свои условные обозначения. 

Приборы могут выполняться с противодействующей возвратной пружиной 
и без пружины. В последнем случае они называются логометрами. 

 
Задание для самостоятельной работы 
1 Исследовать назначение и систему электроизмерительных приборов, ис-

пользуемых в экспериментальной работе по теме диссертации.  
2 Разработать методику измерений. 
 
 
2 Практическое занятие № 2. Способы представления 

измерительной информации 
 
Цель работы: исследование способов представления измерительной ин-

формации и их использование в экспериментах. 
 
Краткие теоретические сведения 
 
Измеряемое значение − произведение числового значения на размер соот-

ветствующей единицы. В процессе измерения информация об этом числовом 
значении (измерительная информация) передается с помощью сигналов. Разли-
чают две формы представления информации − непрерывную и дискретную. 
Поскольку носителями информации являются сигналы, то в качестве дискрет-
ных могут использоваться физические процессы различной природы.  

При аналоговом способе измерения устанавливается прямая связь между 
значением измеряемой величины и значением физической величины сигнала. 

В противоположность этому цифровой метод измерения характеризуется 
тем, что результат измерения, точное числовое значение вырабатывается в из-
мерительном устройстве. При этом обработка сигнала производится числовым 
методом, как в цифровых вычислительных машинах. 

В отношении точности отсчета разница состоит в том, что при цифровом 
показании отсчет производится практически без ошибки. При отсчете аналого-
вого показания преобразование его в число производится оператором, причем 
точность отсчета заранее не определена и зависит от способности оператора к 
интерполяции. Поэтому отсчет аналоговых показаний принципиально содер- 
жит погрешности. 

Преимущество аналогового вывода измеряемого значения состоит в боль-
шей наглядности. Наблюдение за стрелочным прибором на щите управления 
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существенно проще, чем за цифровыми показаниями. Кроме того, аналоговый 
регистратор передает существенно больше информации, чем ряд чисел цифро-
печатающего устройства. Этот факт подтверждается тем, что для интерпрета-
ции ряда чисел часто прибегают к графическому изображению, что эквива-
лентно преобразованию цифровой информации в аналоговую. 

Однако при цифровом методе обработка чисел происходит последователь-
но, причем продолжительность цикла обработки быстро возрастает с ростом 
точности. Аналоговая обработка, наоборот, осуществляется непрерывно, одно-
временно, что существенно улучшает динамические свойства измерительной 
системы. Это особенно важно при измерении физических величин, изменяю-
щихся во времени. 

Аналоговые методы представления измеряемых величин по сравнению с 
цифровыми являются менее точными. Однако эти методы, основанные на  
непрерывных физических процессах, делают доступными для измерительной 
техники исключительно большое разнообразие физических эффектов; к тому 
же обычно их очень просто реализовать. Часто аналоговые методы представ-
ляют единственную возможность воспринять измеряемое значение. 

По способу передачи и восприятия различают следующие виды информации: 
 текстовая − передаваемая в виде символов, предназначенных обозначать 

лексемы языка; 
 числовая − в виде цифр и знаков, обозначающих математичес- 

кие действия; 
 графическая − в виде изображений, событий, предметов, графиков; 
 звуковая − устная или в виде записи передача лексем языка аудиаль- 

ным путём. 
 

Задание для самостоятельной работы 
Проанализировать способы представления измерительной информации в 

экспериментальной работе по теме диссертации. 
 
 
3 Практическое занятие № 3. Анализ погрешностей 

аналоговых измерительных приборов 
 
Погрешности измерений – отклонения результатов измерения от ис-

тинного значения измеряемой величины. Погрешности неизбежны, выявить 
истинное значение невозможно. Классификация погрешностей измерения: 
абсолютная погрешность ∆, относительная погрешность δ, приведенная по-
грешность γ. 

Погрешности измерительных приборов рассмотрены в таблице 1. 
Для определения общей погрешности комплекса приборов необходимо 

знать абсолютную, относительную или приведенную погрешности каждого из 
приборов и воспользоваться формулой 
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  2 2 2
1 2 n         . 

 
Таблица 1 – Погрешности измерительных приборов 
 

Погрешность Определение Формула 
Обозначение 
класса точ-

ности
Параметр 

Абсолютная ∆ Характеризует аб-
солютное отклоне-
ние измеряемой ве-
личины от действи-
тельного значения 
физической вели-
чины

Д ИЗМ      
M 
L 

Xд – действитель-
ное значение из-
меряемой вели-
чины 

Относительная 
δ 

Погрешность изме-
рения, выраженная 
отношением абсо-
лютной погрешно-
сти измерения к 
действительному 
значению измеряе-
мой величины 

100 %
Д


  


 

1,5 
 

   0,02/0,01 

Xизм – измеряе-
мое значение 

Приведенная γ Погрешность, вы-
раженная отноше-
нием абсолютной 
погрешности сред-
ства измерений к 
нормирующему 
значению 

γ 100 %
n

D
= ⋅

C

1,5 
0,5 

 

Xn – нормирую-
щее значение (за-
висит от типа 
шкалы измери-
тельного прибо-
ра и определяет-
ся по его градуи-
ровке) 

 
Так как истинное значение выявить невозможно, то необходимо хотя бы 

наиболее точно приблизиться к нему или определить доверительный интервал, 
в котором истинное значение находится с большой долей вероятности: 

Определяем среднее арифметическое отклонение: 
 

1

.
n

i

i n

   

 
Вычисляем среднее квадратическое отклонение (СКО) среднего  

арифметического: 
 

2
2

1

( )
.

( 1)

n

i

S
n n



  


   

 
Рассчитываем случайную составляющую погрешности: 
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, ,a nS t     

где ,a nt  – коэффициент Стьюдента. 

Определяем СКО систематической составляющей погрешности и  
суммарное СКО: 

 
2

2 ;S
n

¢

Q

D
=          2 2 .S S SS D Q= +  

 
Проводим оценку доверительных границ погрешности: 
 

;S KSD= ⋅ ;   
| ' |

.K
S S 

  



 

 
Предполагая, что приборные погрешности, имеющие систематический ха-

рактер, устранены, все приборные погрешности будем относить к случайным. 
Такие погрешности могут возникать при изготовлении приборов или при их 
градуировке. Обычно довольствуются сведениями о допустимых приборных 
погрешностях, сообщаемых заводами-изготовителями в паспортах, прилагае-
мых к приборам. Завод ручается, что погрешности отсчета по прибору не выхо-
дят за пределы, указываемые в паспорте. При этом остаются неизвестными ни 
конкретная величина, ни знак погрешности, получающиеся в результате от-
дельного измерения данным прибором. 

Стрелочные электроизмерительные приборы по величине допустимой по-
грешности делятся на классы точности, которые обозначаются на шкалах при-
боров цифрами 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0 (цифры могут быть помещены в 
кружок или ромбик). Цифровые электроизмерительные и прочие приборы 
имеют как правило допустимую погрешность, составляющую 1‒2 единицы по-
следнего индицируемого разряда. Если сведений о допустимой приборной по-
грешности не имеется, то в качестве нее можно принять половину наименьшего 
деления шкалы прибора или половину наименьшего значения измеряемой ве-
личины, которое еще можно найти при помощи этого прибора.  

 
Задание для самостоятельной работы 
1 Оценить класс точности измерительного прибора по указанию препода-

вателя. 
2 Исследовать причины возникновения погрешностей в экспериментах по 

теме диссертации. 
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4 Практическое занятие № 4. Обработка результатов прямых 
измерений электрических величин 

 
Цель работы: ознакомиться с методикой обработки результатов прямых 

измерений электрических величин. 
 
Краткие теоретические сведения 
 
Прямые измерения − это такие измерения, при которых искомое значение 

находится непосредственно из эксперимента. Например, однократное измере-
ние напряжения щитовым вольтметром. 

Различают однократные (одиночные) и многократные (множественные) 
прямые измерения. Однократные − самые простые по выполнению и обработ- 
ке − наиболее распространены в практике промышленных экспресс-измерений 
и в ЖКХ и означают получение окончательного результата по одному разовому 
наблюдению (отсчету). 

В многократных (множественных) прямых измерениях получают ряд ре-
зультатов измерения (в общем случае − различных) одной и той же физической 
величины. При этом возможны две постановки задачи: 

1) измеряемая величина неизменна, а множество различных результатов 
измерения вызваны наличием у инструмента заметных случайных погрешно-
стей. И тогда решаются вопросы, что принять за измеренное значение (за окон-
чательный результат измерения) и как оценить суммарную погрешность ре-
зультата; 

2) сама измеряемая величина − случайна, тогда решается вопрос определе-
ния оценки математического ожидания этой случайной величины и оценки ее 
среднего квадратичного отклонения. Математический аппарат решения обеих 
задач фактически общий, однако существо постановки принципиально разное. 

Рассмотрим подробнее первый случай. Предположим, имеем ряд результа-
тов x1, x2, ..., xn, полученных одним прибором при измерении одной и той же 
неизменной величины Х. Прибор имеет только случайную погрешность (систе-
матической погрешностью можно пренебречь, ∆с = 0). 

Тогда оценкой Х* истинного значения измеряемой величины, т. е. резуль-
татом измерения, следует считать среднее арифметическое всех исходных ре-
зультатов xi: 

 

1

.
n

i

i

x
X

n





 

 
Если систематической погрешностью ∆С нельзя пренебречь и ее значение 

известно, то необходимо скорректировать полученный результат: 
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.
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

  
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В случае, когда значение систематической погрешности неизвестно, задача 
не имеет корректного решения. 

Мерой достоверности найденной оценки Х* служит оценка среднего квад-
ратичного отклонения σ* этого среднего арифметического: 

 
2

1
( )

.
( 1)

n

ii
x X

n n

*
* -

-
s =

⋅ -
å

 
 
Задание для самостоятельной работы 
1 Провести эксперимент по измерению уровня напряжения первичного из-

мерительного преобразователя. 
2  По результатам эксперимента вычислить среднее значение измеряемой ве-

личины и среднее квадратичное отклонение (учесть приборную погрешность). 
 
 
5 Практическое занятие № 5. Исследование градиентных 

методов оптимизации 
 
Градиентные методы ‒ численные методы решения с помощью градиен-

та задач, сводящихся к нахождению экстремумов функции. 
Предположим, пока что нам нужно просто найти минимум одномер- 

ной функции: 
 

( ) min;
x

f x
Î




       ( ) ( ) '( )( ),f x f x f x x x* * *» + -  

 
где   x* – точка минимума функции f*; 

   f ʹ – производная функции f. 
Чем ближе x к x*, тем точнее это приближение. В многомерном случае ана-

логично из линейного приближения: 
 

( ) ( ) ( ) ( ).Tf x f x F x x x* * *» + -  
 
Величина F (x*) – градиент функции f в точке x*. Также равенство гради-

ента нулю означает равенство всех частных производных нулю, поэтому в мно-
гомерном случае можно получить этот критерий просто последовательно при-
менив одномерный критерий по каждой переменной в отдельности. 

Градиентный спуск. Основная идея методов заключается в том, чтобы ид-
ти в направлении наискорейшего спуска, а это направление задаётся анти- 
градиентом – :F  

1 α ( ),k k k kx x F x+ = -   
 

где αk выбирается: 
 постоянной, в этом случае метод может расходиться; 
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 дробным шагом, длина шага в процессе спуска делится на некое число; 
 наискорейшим спуском:α arg min ( α ( )).k k k kF x F x    
 
Алгоритм выполнения метода. 
1 Задают начальное приближение и точность расчёта 𝑥଴, 𝜀. 
2 Рассчитывают 1 α ( ),k k k kx x F x+ = -   где  α arg min ( α ( )).k k k kF x F x= -   

3 Проверяют условие остановки: 
 если одно из условий (выбирается одно на протяжении всей про-

верки): 1| | εk kx x    или 1) )| ( ( | εk kF x F x    или 1)|| ( ||kF x    , то 1;k k   

 если условие не выполняется, то 1kx x +=  и операция  останав-

ливается. 
Покоординатный спуск. Идея данного метода заключается в том, что спуск 

на каждой итерации происходит по одной из переменных. Исходные данные: 
начальное приближение и точность расчёта 𝑥଴, 𝜀. Итерационная форму- 
ла имеет вид 

 

1
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При этом 

( 1)
( 1)α α

( )
argmin ;k i

ki k i k
i

F x
F x

x
-

-

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

¶
= - ⋅

¶  
 

1 1, ;

0, .
n
j

j n
e

j n
+

ìïïíïïî

=
=

¹  
 

Проверяют условие остановки: 
  если одно из условий (выбирается одно на протяжении всей проверки): 

0| | ε,kn kx x- >  то ( 1)0 ,k knx x+ =  1;k k= +  

  если условие не выполняется, то 𝑥 ൌ 𝑥௞ и операция останавливается. 
Метод сопряжённых градиентов. Итерационный метод (нахождение по 

приближённому значению величины следующего приближения) для безуслов-
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ной оптимизации в многомерном пространстве. Основным достоинством мето-
да является то, что он решает квадратичную задачу оптимизации за конечное 
число шагов. 

Рассмотрим следующую задачу оптимизации: 
 

1
( ) , , inf; ,

2
nF x Ax x b x x R= -  Î

 
 

где   А – симметричная положительно определённая матрица размера n × n; 
Rn – евклидово пространство, Rn = (x1, x2, …, xn). 
Такая задача оптимизации называется квадратичной. Заметим,  

что 𝐹ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝐴𝑥 െ 𝑏. Условие экстремума функции 𝐹ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0  эквивалентно си-
стеме 𝐴𝑥 െ 𝑏 ൌ 0. Функция 𝐹ሺ𝑥ሻ достигает своей нижней грани в единственной 
точке 𝑥 , определяемой уравнением 𝐴𝑥 ൌ 𝑏. Таким образом, данная задача 
оптимизации сводится к решению системы линейных уравнений 𝐴𝑥 ൌ 𝑏. 

Идея метода сопряжённых градиентов состоит в следующем: пусть 
ሼ𝜌௞ሽ௞ୀଵ

௡ – базис в 𝑅௡. Тогда для любой точки 𝑥଴ ∈ 𝑅௡ вектор 𝑥 െ 𝑥଴ расклады-
вается по базису *

0 1 1 2 2 .n nx x            Таким образом, 𝑥  представи-
мо в виде 

 

0 1 1 2 2 .n nx x            
 
Каждое следующее приближение вычисляется по формуле 

 

0 1 1 2 2 .n nkx x           
 
Два вектора ρ и 𝑞 называются сопряжёнными относительно симметричной 

матрицы 𝐵, если ൻ𝐵ఘ,௤ൿ ൌ 0. Опишем способ построения базиса ሼρ௞ሽ௞ୀଵ
௡  в мето-

де сопряжённых градиентов. В качестве начального приближения 𝑥଴ выбираем 
произвольный вектор. На каждой итерации α௞ выбираются по правилу 

 
arg min ( ).k k k kF x     

 
Базисные вектора ሼρ௞ሽ вычисляются по формулам 
 

1 0'( );F xr =-  01 '( ) .k k kF x      
 
Коэффициенты β௞ выбираются так, чтобы векторы k  и 1k  были сопря-

жёнными относительно 𝐴: 
 

'( ),
.

,
k Pk

k
pk k

F x A

A p
 
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Если обозначить за 𝑟௞ ൌ 𝑏 െ 𝐴𝑥௞ ൌ െ𝐹′ሺ𝑥௞ሻ, то после нескольких упроще-
ний получим окончательные формулы, используемые при применении метода 
сопряжённых градиентов на практике: 

 

1 1 0;r p b Ax= = -  
,

;
,

k k
k

pk k

r r

A p
   1 ;k k k kx x     

 

1 ;k k k kr r Ap    1 1,
;

,
k k

k
k k

r r

r r
    1 .k k k kx x     

 
Рассмотрим теперь модификацию метода сопряжённых градиентов для 

случая, когда минимизируемый функционал не является квадратичным. Будем 
решать задачу 

 

( ) min, ,nF x x R Î  
 

где   F(x) – непрерывно дифференцируемая в Rn функция; 
Rn – евклидово пространство, Rn = x1, x2, …, xn. 
Чтобы модифицировать метод сопряжённых градиентов для решения этой 

задачи необходимо получить  для , , kk k    формулы, в которые не входит 
матрица А: 

 
argmin ( ),k k k kF x     

 

1 1 ,k k k kp r      
 

где k  можно вычислять по одной из трёх формул:  
 

1 1
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 
 

 
Если функция 𝐹ሺ𝑥ሻ – квадратичная и строго выпуклая, то все три формулы 

дают одинаковый результат. Если 𝐹ሺ𝑥ሻ – произвольная функция, то каждой из 
формул соответствует своя модификация метода сопряжённых градиентов. 
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Третья формула используется редко, она требует, чтобы функция 
2( ) ( )nF x C R  и вычисления гессиана функции 𝐹ሺ𝑥ሻ на каждом шаге метода. 

 
Задание для самостоятельной работы 
1 Сформулировать задачу оптимизации в рамках экспериментального ис-

следования по теме диссертации. 
2 Разработать алгоритм оптимизации. 
 
 
6 Практическое занятие № 6. Методы вычислительной 

математики в задачах оптимизации 
 
Цель работы: ознакомиться с методами вычислительной математики в за-

дачах оптимизации. 
 
Краткие теоретические сведения 
 
При решении конкретной задачи оптимизации исследователь прежде всего 

должен выбрать математический метод, который приводил бы к конечным ре-
зультатам с наименьшими затратами на вычисления или же давал возможность 
получить наибольший объем информации об искомом решении. Выбор того или 
иного метода в значительной степени определяется постановкой оптимальной 
задачи, а также используемой математической моделью объекта оптимизации. 

В настоящее время для решения оптимальных задач применяют в основном 
следующие методы:  

 методы исследования функций классического анализа;  
 методы, основанные на использовании неопределенных множите- 

лей Лагранжа;  
 вариационное исчисление;  
 динамическое программирование; 
 принцип максимума; 
 линейное программирование;  
 нелинейное программирование. 
Методы исследования функций классического анализа представляют собой 

наиболее известные методы решения несложных оптимальных задач, с которы-
ми известны из курса математического анализа. Обычной областью использова-
ния данных методов являются задачи с известным аналитическим выражением 
критерия оптимальности, что позволяет найти не очень сложное, также аналити-
ческое выражение для производных. Полученные приравниванием нулю произ-
водных уравнения, определяющие экстремальные решения оптимальной задачи, 
крайне редко удается решить аналитическим путем, поэтому, как правило, при-
меняют вычислительные машины. При этом надо решить систему конечных 
уравнений, чаще всего нелинейных, для чего приходится использовать числен-
ные методы, аналогичные методам нелинейного программирования. 
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Дополнительные трудности при решении оптимальной задачи методами ис-
следования функций классического анализа возникают вследствие того, что си-
стема уравнений, получаемая в результате их применения, обеспечивает лишь 
необходимые условия оптимальности. Поэтому все решения данной системы  
(а их может быть и несколько) должны быть проверены на достаточность. В ре-
зультате такой проверки сначала отбрасывают решения, которые не определяют 
экстремальные значения критерия оптимальности, а затем среди остающихся 
экстремальных решений выбирают решение, удовлетворяющее условиям опти-
мальной задачи, т. е. наибольшему или наименьшему значению критерия опти-
мальности в зависимости от постановки задачи. 

Метод множителей Лагранжа применяют для решения задач такого же 
класса сложности, как и при использовании обычных методов исследования 
функций, но при наличии ограничений типа равенств на независимые перемен-
ные. К требованию возможности получения аналитических выражений для про-
изводных от критерия оптимальности при этом добавляется аналогичное требо-
вание относительно аналитического вида уравнений ограничений. 

Множители Лагранжа можно применять для решения задач оптимизации объ-
ектов на основе уравнений с частными производными и задач динамической опти-
мизации. При этом вместо решения системы конечных уравнений для отыскания 
оптимума необходимо интегрировать систему дифференциальных уравнений. 

Следует отметить, что множители Лагранжа используют также в качестве 
вспомогательного средства и при решении специальными методами задач других 
классов с ограничениями типа равенств, например, в вариационном исчислении 
и динамическом программировании. Особенно эффективно применение множи-
телей Лагранжа в методе динамического программирования, где с их помощью 
иногда удается снизить размерность решаемой задачи. 

Методы вариационного исчисления обычно используют для решения задач, 
в которых критерии оптимальности представляются в виде функционалов и ре-
шениями которых служат неизвестные функции. Такие задачи возникают обыч-
но при статической оптимизации процессов с распределенными параметрами 
или в задачах динамической оптимизации. 

Вариационные методы позволяют в этом случае свести решение оптималь-
ной задачи к интегрированию системы дифференциальных уравнений Эйлера, 
каждое из которых является нелинейным дифференциальным уравнением второ-
го порядка с граничными условиями, заданными на обоих концах интервала ин-
тегрирования. Число уравнений указанной системы при этом равно числу неиз-
вестных функций, определяемых при решении оптимальной задачи. Каждую 
функцию находят в результате интегрирования получаемой системы. 

Уравнения Эйлера выводятся как необходимые условия экстремума функ-
ционала. Поэтому полученные интегрированием системы дифференциальных 
уравнений функции должны быть проверены на экстремум функционала. 

При наличии ограничений типа равенств, имеющих вид функционалов, 
применяют множители Лагранжа, что дает возможность перейти от условной за-
дачи к безусловной. Наиболее значительные трудности при использовании вари-
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ационных методов возникают в случае решения задач с ограничениями типа  
неравенств. 

Динамическое программирование служит эффективным методом решения 
задач оптимизации дискретных многостадийных процессов, для которых крите-
рий оптимальности задается как аддитивная функция критериев оптимальности 
отдельных стадий. Без особых затруднений указанный метод можно распростра-
нить и на случай, когда критерий оптимальности задан в другой форме, однако 
при этом обычно увеличивается размерность отдельных стадий. 

По существу, метод динамического программирования представляет собой 
алгоритм определения оптимальной стратегии управления на всех стадиях про-
цесса. При этом закон управления на каждой стадии находят путем решения 
частных задач оптимизации последовательно для всех стадий процесса с помо-
щью методов исследования функций классического анализа или методов нели-
нейного программирования. Результаты решения обычно не могут быть выраже-
ны в аналитической форме, а получаются в виде таблиц. 

При решении задач методом динамического программирования, как прави-
ло, используют вычислительные машины, обладающие достаточным объемом 
памяти для хранения промежуточных результатов решения, которые обычно по-
лучаются в табличной форме. 

Принцип максимума применяют для решения задач оптимизации процессов, 
описываемых системами дифференциальных уравнений. Достоинством матема-
тического аппарата принципа максимума является то, что решение может опре-
деляться в виде разрывных функций; это свойственно многим задачам оптими-
зации, например, задачам оптимального управления объектами, описываемыми 
линейными дифференциальными уравнениями. 

Нахождение оптимального решения при использовании принципа макси-
мума сводится к задаче интегрирования системы дифференциальных уравнений 
процесса и сопряженной системы для вспомогательных функций при граничных 
условиях, заданных на обоих концах интервала интегрирования, т. е. к решению 
краевой задачи. На область изменения переменных могут быть наложены огра-
ничения. Систему дифференциальных уравнений интегрируют, применяя обыч-
ные программы на цифровых вычислительных машинах. 

Принцип максимума для процессов, описываемых дифференциальными 
уравнениями, при некоторых предположениях является достаточным условием 
оптимальности. Поэтому дополнительной проверки на оптимум получаемых ре-
шений обычно не требуется. 

Линейное программирование представляет собой математический аппарат, 
разработанный для решения оптимальных задач с линейными выражениями для 
критерия оптимальности и линейными ограничениями на область изменения пе-
ременных. Такие задачи обычно встречаются при решении вопросов оптималь-
ного планирования производства с ограниченным количеством ресурсов, при 
определении оптимального плана перевозок (транспортные задачи) и т. д. 

Для решения большого круга задач линейного программирования имеется 
практически универсальный алгоритм − симплексный метод, позволяющий за 
конечное число итераций находить оптимальное решение подавляющего боль-
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шинства задач. Тип используемых ограничений (равенства или неравенства)  
не сказывается на возможности применения указанного алгоритма. Дополни-
тельной проверки на оптимальность для получаемых решений не требуется. Как 
правило, практические задачи линейного программирования отличаются весьма 
значительным числом независимых переменных. Поэтому для их решения обыч-
но используют вычислительные машины, необходимая мощность которых опре-
деляется размерностью решаемой задачи. 

Методы нелинейного программирования применяют для решения опти-
мальных задач с нелинейными функциями цели. На независимые переменные 
могут быть наложены ограничения также в виде нелинейных соотношений, 
имеющих вид равенств или неравенств. По существу, методы нелинейного про-
граммирования используют, если ни один из перечисленных выше методов  
не позволяет сколько-нибудь продвинуться в решении оптимальной задачи. По-
этому указанные методы иногда называют также прямыми методами решения 
оптимальных задач. 

Для получения численных результатов важное место отводится нелинейно-
му программированию и в решении оптимальных задач такими методами, как 
динамическое программирование, принцип максимума и т. п. на определенных 
этапах их применения. 

Пожалуй, наилучшим путем при выборе метода оптимизации, наиболее 
пригодного для решения соответствующей задачи, следует признать исследова-
ние возможностей и опыта применения различных методов оптимизации.  
 

Задание для самостоятельной работы 
1 Изучить методы вычислительной математики для оптимизации. 
2 Разработать алгоритм поиска наименьшего расстояния между объектами 

(условие задачи для каждого варианта определяет преподаватель). 
 
 
7 Практическое занятие № 7. Численные методы решения 

некоторых типов задач, связанных с автоматизацией эксперимента 
 
Цель работы: исследовать сеточные методы аппроксимации дифференци-

альных уравнений и ознакомиться с принципом аппроксимации производной 
конечными разностями. 

 
Краткие теоретические сведения 
 
Наряду с аналитическими методами для решения задач математической 

физики активно используют численные методы.  
Численные методы позволяют получить конкретное числовое описание 

протекающего процесса. Чтобы довести решение задачи «до числа», нужно 
вписаться в особенности процесса вычислений. Для этого в пространственно-
временной области выбирают конечное число точек. Всю совокупность точек 
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называют сеткой, а каждую отдельную точку ‒ узлом сетки. 
Дифференциальное уравнение, граничные и начальные условия заменяют 

соотношениями между значениями искомой величины в узлах сетки.  
Таким образом, краевая задача, содержащая дифференциальное (а возмож-

но, и интегральное) уравнение, заменяется системой в общем случае нелиней-
ных уравнений. Эта процедура называется дискретизацией. Она позволяет в 
случае успеха получить значения неизвестной функции в узлах сетки.  

Возможны другие подходы к приближенному решению краевой задачи,  
не связанные с выбором сетки в пространственно-временной области. Если 
численный метод следует предложенной схеме, т. е. основан на выборе сетки, 
то его относят к сеточным методам. Сеточные методы различаются по спо-
собу выбора сетки и правилам формирования уравнений, связывающих значе-
ния неизвестной функции в узлах сетки. 

В конкретном сеточном методе важен не сам выбор фиксированной сетки 
и формирование уравнений, связывающих значения величины в узлах, а важны 
выборы бесконечной серии {SN} сеток, такой, что количество узлов в этих сет-
ках неограниченно возрастает, а расстояние между ближайшими узлами сеток 
стремится к нулю. Метод также должен определять формирование сеточных 
уравнений для каждой сетки в выбранной серии. В таком случае говорят о се-
точной схеме, понимая под этим набор правил формирования серии сеток и 
соответствующих систем сеточных уравнений. 

Сходимость сеточной схемы к решению краевой задачи означает адекват-
ность дискретной математической модели, получаемой в рамках этой схемы, 
соответствующей непрерывной математической модели, т. е. краевой задаче. 
Качество сеточной схемы характеризуется еще одним свойством ‒ ее устойчи-
востью. Под этим понимается непрерывная зависимость решения сеточной за-
дачи от исходных данных.  

Исследовать сеточную схему на сходимости ‒ достаточно сложное дело.  
В этом исследовании помогают аппроксимирующие свойства схемы.  

Говорят, что дифференциальный оператор L(u), определённый на функци-
ях u, заданных в области D Rn , аппроксимируется на некотором классе  
функций u 𝜖𝑈 конечно-разностным оператором 𝑅௛(𝑢௛), определённым на функ-
циях 𝑢௛, заданных на сетке, зависящей от шага h, если выполняется усло- 
вие сходимости 

 
|| ( ) ( ) || 0;h hL u R u-             0( )uh U " Î . 

 
Говорят, что аппроксимация имеет порядок точности k, если: 
 

;|| ( ) ( ) || k

h h ML u R u h- £           0( ),uh U " Î  

 
где  M ‒ константа, зависящая от конкретной функции u ϵ 𝑈, но не завися- 
щая от шага h.  
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Норма, использованная выше, может быть различной, и понятие аппрок-
симации зависит от её выбора. Часто используется дискретный аналог нормы 
равномерной непрерывности: 

 
max|| || | ( ) |,nh h hu u x=  

 
иногда используются дискретные аналоги интегральных норм. 

 
Пример ‒ Аппроксимация оператора L(u) =  𝑢௫௫ конечно-разностным  

оператором 
 

1 1

2 ;
2( )( ) i i i

h h i

u u uR u x
h

+ -- +=     ( );i iu u x=        1 ,iix x h+ = +  

 
на ограниченном интервале D R имеет второй порядок точности на классе 
гладких функций U =𝐶ସ(D). 

 
Доказательство. 
С помощью формулы Тейлора 
 

2 2 3 4

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( );
2 2 3! 4!n x n xx n xx n xxx n xxxx nn
h h h hu u hu x u x u x u x u x        

 
 

(0, )h    
 

получается оценка 
 

2
1 12

2 2

1| ( ) ( )( ) | | 2 ( ) |

| ( ) ( ) | ,
4! 4!

xx n n n xx nn nh h

xxxx n xxxx n

u x R u x u u u h u x
h

h hu x u x C

 

 

     

    
 

 
где С – константа, 

 
2sup| ( ) | .xxxxx DC u x   

 
Конечно-разностная задача аппроксимирует дифференциальную задачу,  

и аппроксимация имеет порядок точности k, если и само дифференциальное 
уравнение, и граничные (и начальные) условия аппроксимируются соответ-
ствующими конечно-разностными операторами с порядком точности не ниже k. 
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Задание для самостоятельной работы 
Выполнить конечно-разностную аппроксимацию для уравнения теплопро-

водности (допускаются задачи, связанные с темой диссертационного исследо-
вания) и разработать алгоритм численного интегрирование уравнения с помо-
щью компьютера. 

 
 
8 Практическое занятие № 8. Автоматизация оформления 

отчетов и документации 
 
Автоматизация оформления документации в области эксперимента спо-

собствует повышению эффективности работы исследователя, снижению оши-
бок и ускорению процесса подготовки отчетов. Ниже представлены основные 
рекомендации по внедрению автоматизированных инструментов и стандартных 
процедур. 

Выбор программных средств. 
Текстовые редакторы: Microsoft Word, Libreoffice Writer или системы ком-

пьютерной верстки (La)TeX (для научных документов) или Mark-
down/restructured text (для разработки отчетов с базовым оформлением). 

Табличные процессоры: Microsoft Excel, Google Sheets. 
Специализированные системы: электронные лабораторные журналы, си-

стемы управления экспериментами (например, LabArchives, Benchling). 
Средства автоматизации: скрипты на Python, VBA, макросы. 
Стандартизация оформления: 
– разработка шаблонов документов (отчеты, протоколы, записи экспери-

ментов) с единым стилем и структурой; 
– использование специальных разделов: цель, гипотеза, оборудование, ме-

тодика, результаты, обсуждение, выводы; 
– использование автоматических стилей оформления для заголовков, таб-

лиц, рисунков. 
Автоматизация сбора и обработки данных:  
– использование скриптов автоматизации (Python, R, SageMath) для обра-

ботки сырых данных, генерации графиков и таблиц; 
– интеграция автоматической обработки данных в рабочий процесс через 

макросы или плагины; 
– использование средств ИИ-проверки на ошибки и несоответствия; 
– эффективным является использование систем управления версиями (git) 

или же хранение и совместную работу над файлами в облачных сервисах 
(Google Drive, OneDrive, yandex disk и др.). 

 
Задание для самостоятельной работы 
Исследовать возможности автоматизации оформления рукописи магистер-

ской диссертации. 
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