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Введение 
 

В машиностроении и строительст-
ве широкое применение находят конст-
руктивные элементы в виде бруса (стер-
жень, балка, вал). Такие элементы во 
многих случаях работают в условиях 
сложного нагружения, вызванного 
действием нескольких силовых фак-
торов. В частности, если приложена 
внешняя сила вне центра тяжести попе-
речного сечения бруса, в этом сечении 
одновременно действуют продольная 
сила N (растягивающая или сжимающая) 
и изгибающие моменты М [1]. Такой вид 
нагружения бруса в механике материа-
лов (сопротивлении материалов) назы-
вается внецентренным растяжением или 
сжатием.  

Изучая дисциплины «Механика 

материалов», «Сопротивление материа-
лов» и «Механика материалов и конст-
рукций», студенты технических спе-
циальностей испытывают определенные 
сложности при рассмотрении теории и 
решении задач по расчету стержней на 
внецентренное нагружение. Они связа-
ны с трудностями наглядного представ-
ления особенностей восприятия брусом 
прикладываемой нагрузки и картиной 
его деформированного состояния. 

Для активизации восприятия обу-
чающимися учебной информации в пе-
дагогике используется принцип нагляд-
ности – метод визуализации информа-
ции в виде схем, рисунков, таблиц,  
т. е. процесс представления данных в 
виде изображения. Визуализация на 
учебных занятиях особенностей вне-
центренного нагружения стержня и его 
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напряженно-деформированного состоя-
ния позволит расширить кругозор уча-
щихся при рассмотрении сложных видов 
нагружения. 

Повысить эффективность метода 
визуализации возможно путем приме-
нения современных компьютерных тех-
нологий и использования материалов 
аддитивного синтеза при изготовлении 
образцов на основе трехмерных тех-
нологий (FFF-печать) [2, 3].  

Аддитивные технологии, как перс-
пективное направление совершенство-
вания производства изделий различного 
назначения, широко используются с при-
менением компьютерного моделирова-
ния. Для принятия оптимальных инже-
нерных решений при проектировании 
изделий создаются их модели, а затем 
анализируются эксплуатационные и дру-
гие свойства. Один из важных этапов 
моделирования – прототипирование мо-
дели с целью создания функциональных 
прототипов изделия. Прототипирова- 
ние [4] позволяет анализировать напря-
женно-деформированное состояние 
проектируемого образца на разных 
этапах разработки его конструктивной 
формы. Для этого в среде САПР 
SolidWorks разрабатывается исходная 
трехмерная модель – CAD-модель. 

Затем, с применением аддитивных 
технологий, изготавливаются образцы, 

которые исследуются с учетом их нагру-
жения внешними нагрузками. В даль-
нейшем, изменяя компьютерную модель 
образца (варьируя форму, размеры и 
материалы изделия), можно создавать 
различные физические модели. 

 
Основная часть 

 
Исследования выполнялись на мо-

делях из ABS-пластика. Механические 
свойства при растяжении образцов по 
ГОСТ1126–2017 (рис. 1) из полиме- 
ра ABS, полученные по технологии  
FFF-печати, определены в [5], где при-
ведены средние значения предела проч-
ности материала (σрм = 37,8 МПа), услов-
ного предела текучести (σртм = 35,2 МПа) 
и модуля упругости при растяжении  
(ЕР = 627,4 МПа). В то же время веб-
портал материалов в САПР SolidWorks 
для сплошного (литого) ABS-пласти- 
ка указывает значения σрм = 30 МПа  
и ЕР = 2000 МПа. Расхождения в 
показателях механических свойств, сог-
ласно [5], связаны с влиянием нерав-
номерности структуры поперечного 
сечения напечатанных образцов, а также 
режимов печати. Поэтому в настоящих 
исследованиях приняты свойства мате-
риала по данным веб-портала, т. к. ис-
следования моделей выполнялись толь-
ко в САПР SolidWorks. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Стандартный образец из пластика для испытаний на растяжение 
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На основе рекомендаций [2, 3]  
и прототипирования 3D-моделей стерж-
ня [6] проведены оценочные и оптимиза-
ционные исследования образцов, полу-
чаемых на основе технологий аддитив-
ного синтеза.  

Базовая модель – стержень высо-
той 50 мм из исследуемого материала 

(пластик ABS) квадратного сечения со 
сторонами 30 мм, который нагружается 
осевой растягивающей силой F, т. е. под-
вергается центральному растяжению. 
Исследовалась также модель стержня, 
ослабленного пазами [7], расположен-
ными симметрично относительно про-
дольной оси Y (рис. 2, а).  

 

 

 

Рис. 2. Модели стержней, ослабленных пазами 
 
 
Внецентренное нагружение моде-

лировали, выполняя пазы различной 
глубины (рис. 2, б, в). 

Величина силы F должна прини-
маться такой, чтобы напряжения по 
направлению продольной оси стержня σy 
не превышали предела пропорциональ-
ности материала σпц. Для проведения ин-
женерного анализа моделей стержня в 
САПР SolidWorks принято значение  
предела пропорциональности полиме- 
ра ABS σпц = 0,5 σрм = 15,0 МПа. Тогда 
для сечения стержня, ослабленного двумя 
пазами (см. рис. 2, а), имеющего площадь 
поперечного сечения Аосл = 300 мм2, си- 
ла Fпц при осевом растяжении или сжа-
тии (по оси Y)  

 

6 6

σ

15 10 300 10 4500 Н.

пц пц ослF A



  

    

  

 
Анализ напряженно-деформиро-

ванного состояния моделей с пазами вы-
полняли при нагрузке Fраб = 2800 Н. При 
этой нагрузке будет обеспечиваться ра-
бота материала модели в упругой об-
ласти. Кроме того, при принятой нагруз-
ке Fраб будут надежно проявляться осо-
бенности деформирования моделей при 
различных вариантах расположения па-
зов, а также мест расположения возмож-
ных дефектов в виде трещин.  

Величина нормальных напряже-
ний по оси Y при нагружении базовой 
модели (стержня сплошного квадрат-
ного поперечного сечения (без пазов) со 
стороной, равной 30 мм) осевой нагруз-
кой составит  

 

6

2800
3,11 МПа.

900 10
раб

y
спл

F

A    


 

 
Сечение стержня, ослабленного 

двумя пазами глубиной по 10 мм, распо-
ложенными симметрично относительно 
продольной оси стержня (см. рис. 2, а), 
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будет воспринимать действие нормаль-
ных напряжений при осевом растяжении 

 

6

2800
9,33 МПа.

300 10
раб

y
осл

F

A    


 

На рис. 3 представлены результаты 
расчета напряжений σy для этой модели. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 3. Нормальные напряжения σy в поперечном сечении модели  
 
 
Напряжения по всему поперечному 

сечению Аосл находятся в диапазо- 
не 8…11 МПа. 

Размеры моделей и глубина паза 
могут быть изменены в соответствии с 
задачами исследования. 

Рассмотрим подробно расчет на-
пряжений σy по формулам механики 
материалов для модели (см. рис. 2, б и 4). 
Сила к данной модели стержня при-
ложена вдоль ее продольной оси Y:  
в поперечном сечении точка приложения 
этой силы обозначена F. Центр тяжести 
сечения, которое воспринимает нагруже-
ние, – точка С. Таким образом, сечение, 

ослабленное пазом, нагружено внецент-
ренно приложенной растягивающей 
нагрузкой.  

При выполнении расчетов стерж-
ней на внецентренное действие нагрузки 
используются зависимости [1].  

Нормальные напряжения в попе-
речном сечении (см. рис. 4) по оси Y  

 

2 2
σ 1 ,P P

y
z x

F x x z z

A i i

 
    

 
         (1) 

где ,P Px z  – координаты точки прило-

жения силы; ,x z  – координаты точки 
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сечения, в которой определяются на-
пряжения; 2 2,z xi i  – квадраты радиусов 

инерции сечения. 
Положение нейтральной оси сече-

ния определяется отрезками аx и аz, кото-
рые эта ось отсекает на осях координат: 

 
2 2

; .z x
x z

p p

i i
a a

x z
   

             

(2) 

 
 

 
Рис. 4. Чертеж модели с пазом глубиной 10 мм 
 
 
Рассматриваемая модель в области 

паза имеет площадь поперечного сече-
ния, воспринимающего внешнюю на-
грузку, А = 600 мм2 (см. рис. 4). Перед 
выражением (1) ставим знак плюс,  
т. к. сила F растягивающая, и подстав-
ляем значения координат и радиуса 
инерции сечения.  

Отметим, что, в соответствии с 
принципом Сен-Венана, здесь и далее 
эти напряжения определяются по (1) без 
учета влияния концентрации напря-
жений. 

Определяем напряжения по гра- 
ням В–В и K–K этого сечения: 

3
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30 20
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A
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6

2

2800
σ

600 10

5 ( 10)
1 2,34 МПа.

5,77

K K
y


 


      
 

 

Отрезки аx и аz на осях координат, 
которые определяют положение нейт-
ральной оси сечения (рис. 5), в соот-
ветствии с зависимостями (2), 

 

2 2

2

5,77
6,66 мм;

5

0.

z
x

p

x
z

p

i
a

x

i
a

z

     

  

 

 
На этом же рисунке показана 

эпюра σy, построенная по результатам 
теоретического расчета по формуле (1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5. Положение нейтральной оси и эпюра нормальных напряжений σy в поперечном сечении 

модели стержня с пазом 10 мм 
 
 
Результаты исследования в среде 

САПР SolidWorks напряженно-дефор-
мированного состояния модели стержня 
с пазом глубиной 10 мм представлены на 
рис. 6.  

На этом же рисунке также пока-
заны зоны концентрации напряжений. 

Далее рассмотрим модель с пазом 
глубиной 20 мм (см. рис. 2, в). Площадь 
поперечного сечения, воспринимающего 
внешнюю нагрузку, А = 300 мм2. В фор-
мулу (1) подставляем значения коорди-
нат, входящих в эту формулу, и значение 

радиуса инерции сечения.  
Напряжения по граням В–В и K–K 

этого сечения  
 

3
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Рис. 6. Вид деформированной модели стержня с пазом глубиной 10 мм и распределение нормальных 

напряжений σy в поперечном сечении 
 
 

Нейтральная ось сечения опре-
деляется отрезком аx, который она отсе-
кает на оси X: 

 
2 22,89

0,83 мм.
10

z
x

p

i
a

x
       

 
На рис. 7 представлены трехмер-

ная модель стержня, в соответствии  
с рис. 2, в, и распределение нормальных 
напряжений σy в поперечном сече- 
нии А–А после нагружения этой модели 
в среде SolidWorks. Здесь также пока-
заны зоны концентрации напряжений. 

Для сравнения результатов расчета 
величины напряжений с результатами 
испытания 3D-моделей в САПР 
SolidWorks выполнено зондирование по 
ширине поперечного сечения каждой из 
рассмотренных моделей.  

Определялись напряжения σy по 
направлению оси X в плоскости попе-
речного сечения, расположенной посе-
редине высоты паза. Таким образом, 
снижалось влияние концентраторов на-
пряжений на результаты измерения 
напряжений σy. 

В табл. 1 приведены результаты оп-
ределения нормальных напряжений σy 
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для моделей (см. рис. 2, а–в), полу-
ченные расчетом по формуле (1), значе-
ния этих напряжений, полученные зон-
дированием в среде САПР SolidWorks, 
величины отрезков ax, которыми опре-

деляется положение нейтральной оси по-
перечного сечения при внецентренном 
нагружении модели, а также погрешнос-
ти ∆, %, определения исследованных па-
раметров. 

 
 

 
Рис. 7. Вид деформированной модели стержня с пазом глубиной 20 мм и распределение нормальных 

напряжений σy в поперечном сечении 
 
 

Табл. 1. Напряжения σy, положение нейтральной оси (отрезок ax) в поперечных сечениях моделей  
и погрешности ∆ определения исследованных параметров 

 

Вид модели  
в соответст-
вии с рис. 2 

σy на грани В–В, МПа σy на грани K–K, МПа ax, мм 
Расчет 
по (1) SolidWorks ∆,% Расчет 

по (1)
SolidWorks ∆,% Расчет 

по (1) SolidWorks ∆,% 

а 9,33 9,50 1,80 9,33 9,50 1,82 0 0 0 

б 11,68 11,34 3,00 –2,34 – 2,26 3,54 –6,66 –6,60 0,91 

в 65,31 66,60 1,97 –46,65 –45,96 1,50 –0,83 –0,80 3,75 

 
 

Выводы 
 
1. Визуализация особенностей де-

формирования внецентренно нагружае-
мых 3D-моделей бруса может быть ис-
пользована при рассмотрении соответст-
вующей темы на лекционных, практи-

ческих и лабораторных занятиях по дис-
циплине «Механика материалов», что 
позволит активизировать восприятие 
обучающимися учебной информации.  

2. Представленные результаты ис-
следования напряженно-деформирован-
ного состояния моделей с использова-
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нием классических подходов сопротивле-
ния материалов и на основе компью-
терного моделирования в среде САПР 
SolidWorks показали хорошую сходи-

мость анализируемых параметров. Пог-
решность не превышает допустимого для 
таких расчетов значения, равного 5 %. 
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