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Московский государственный университет им. М. В. Ломоносов 

Москва, Россия 

 

Научные результаты студенческих работ являются существенным 

вкладом в качественную теорию дифференциальных уравнений. Предме-

том исследования этих работ является дифференциальное уравнение типа 

Эмдена-Фаулера высокого порядка 

 
( ) ( )( , , ',..., ) sgn =0n n ky + p x y y y | y | y , (1) 

2n > , k ∈ � , 0k > , 1k ≠ , ( )1np C +∈ �  и его частный случай 

 ( )
0 sgn =0n ky + p | y | y , (2) 

2n > , k , 0p ∈ � , 0k > , 1k ≠ . Асимптотическое поведение реше-

ний нелинейных дифференциальных уравнений высокого порядка со сте-

пенной нелинейностью изучалось в работах российских и зарубежных ма-

тематиков с середины 20-го века. Библиографические ссылки на основные 

работы в этом направлении можно найти в [1, 2]. Тем не менее, ряд вопро-

сов, связанных с исследованием асимптотического и качественного пове-

дения решений этого уравнения до сих пор остается неисследованным. 

Приведем некоторые результаты, полученные студентами.  

1. О существовании решений с заданным числом нулей                          

(В. В. Рогачев) [3].   

Для уравнения (2) изучается задача о существовании решений с за-

данным числом нулей на заданном отрезке, интервале или полуинтервале 

при различных значениях n и k. 

Теорема 1.1. При 3,4n = , для любых (1, ),k ∈ ∞  0p ∈ � , 0 0p > , 

a<b , m ∈ �   уравнение (2) имеет решение, определенное на отрезке ,a b  
равное нулю в точках a , b  и имеющее на этом отрезке ровно m  нулей. 

Теорема 1.2.  При 3n =  для любых (1, ),k ∈ ∞  0p ∈ � , 0 0p > , a<b , 

m ∈ �  уравнение (2) имеет решение, определенное на полуинтервале 

( ,a b  , равное нулю в точке b  и имеющее на этом полуинтервале ровно m  

нулей, а также решение, имеющее на этом полуинтервале счетное число 

нулей. 

Теорема 1.3. При 3n =  для любых ( )0,1k ∈ , 0p ∈ � , 0 0p > , a b< , 

m ∈ �  уравнение (2) имеет решение, определенное на отрезке ,a b   , рав-
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4-й раунд. 2 задачи на 30 минут 

9. В треугольнике ABC на сторонах AB и BC отмечены соответственно 

точки K и M так, что 2.
AK BM

KB MC
= =  Отрезки AM и CK пересекаются в 

точке T. Прямая BT пересекает сторону AC в точке N. Найдите площадь 

треугольника ANT, если площадь треугольника AKT равна 20 кв. см. 

10. Найдите наименьшее значение 2 2 2x y z+ + , если 

3 3 3 3 1.x y z xyz+ + − =  

5-й раунд. 3 задачи на 30 минут 

11. Дан равносторонний треугольник периметра 3n. Каждая сторона 

разбита на n равных частей. Через точки деления проведены прямые, па-

раллельные сторонам. Сколько получилось треугольников со стороной 2?  

12. Через середину диагонали единичного куба провели плоскость, 

перпендикулярную этой диагонали. Вычислите площадь полученного се-

чения куба. 

13. Пусть ( , )g x y – числовая функция от двух аргументов. Известно, 

что 

1) ,x y∀   
2 2( ) ( , ) g( , );x y g x y x y+ =   

2) , ,x y z∀  ( , ) ( , );g x y g x z y z= + +  

3) (1, 0) 0.g =  

Найдите все функции g с такими свойствами. 

В [1] приводятся сведения о командных олимпиадах, проводящихся в 

рамках суперфиналов международной Интернет-олимпиады по математике 

в Израиле. Именно они послужили отправной точкой для командных 

олимпиад в Южно-Уральском государственном университете. Дополни-

тельные сведения о математических олимпиадах ЮУрГУ можно найти в 

[2–6]. 
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вырастает до 320 баллов. Так что даже последний раунд может кардиналь-

но изменить положение участников.  

Всем командам предлагается один и тот же набор задач, но результа-

ты подводятся по разным номинациям: школьники, первый курс, второй 

курс, третий-четвертый курс, магистранты и аспиранты. 

В 2012 г. в олимпиаде приняли участие 18 команд, в 2013 и 2014 гг. – 

по 41 команде, в 2015 г. 52 команды, в 2016 и 2017 гг. – по 50 команд. По-

мимо студентов ЮУрГУ в олимпиадах принимали участие представители 

других вузов и лицеев. 

В 2015 г. у олимпиады появился спонсор – компания Orange Apps. За 

счёт спонсоров приобретаются кубки и медали для награждения победите-

лей и призёров.  

Приведём задачи олимпиады, состоявшейся 28 октября 2017 г. 
1-й раунд. 2 задачи на 20 минут 

1. В олимпиаде участвовало 100 студентов. Они решали 4 задачи. Ни-

кто не решил все четыре задачи. Первую задачу решили 90 участников 

олимпиады, вторую – 80, третью – 70, четвёртую – 60. Сколько человек 

одновременно решили первую и вторую задачу? 

2. Пусть A1A2A3…A12 – правильный 12-угольник. Можно ли из 12 век-

торов 1 2 2 3 12 1, , ,AA A A A A
����� ����� ������

…  выбрать 7 векторов с нулевой суммой? 

2-й раунд. 3 задачи на 30 минут 

3. Вычислите двойной интеграл max(sin , sin ) ,

D

x y dxdy∫∫ где D зада-

ётся неравенствами 0 ,x π≤ ≤ 0 .y π≤ ≤  

4. Найдите 4-ю с конца цифру в десятичной записи числа 
2017

2017
.

2
 

5. Сверните сумму 

tg1 tg 2 tg 2 tg 3 tg 3 tg 4 tg( 1) tg .n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅…  

3-й раунд. 3 задачи на 30 минут 

6. Имеется длинный забор. Том Сойер хочет покрасить его, соблюдая 

такое условие: любые две доски, между которыми ровно две, ровно три 

или ровно пять досок, должны быть окрашены в разные цвета. Какое 

наименьшее количество красок понадобится Тому для выполнения этой 

работы? 

7. Вычислите 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1

2 3 4 5 6 7 8 9 .
1 1 1 1 1 1 1 1

1
2 3 4 5 6 7 8 9

+ − + + − + + − +

− + − + − + − + −

…

…

 

8. Пусть , , ,a b c d   – натуральные числа. Найдите наименьшее возмож-

ное значение их суммы, если 
1 1 1 1 7

.
10a b c d

+ + + =  
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ное нулю в точках a , b  и имеющее на этом отрезке ровно m  нулей, а 

также решение, имеющее на этом отрезке счетное число нулей, и ненуле-

вое решение, имеющее на этом отрезке континуум нулей. 

Аналогичные результаты получены приn=4 . Обобщение этих резуль-

татов на уравнение (1) произвольного порядка в случае (0,1)k ∈  опубли-

ковано в [4]. 

2. О свойствах решений уравнения (1) второго порядка 

(Т. А. Корчемкина). 

Рассматривается уравнение (1) второго порядка, где функция ( , , )p x u v  

знакопостоянна, непрерывна по совокупности переменных, липшицева по 

последним двум аргументам.  

Теорема 2.1 [4]. Пусть в уравнении (1) 2n = , 1k >   функция 

( , , )p x u v  непрерывна по x , липшицева по последним двум аргументам, от-

рицательна, ограничена и отделена от нуля. Тогда для любых конечных 

значений *x , *x  таких, что *
*x x< , существует решение уравнения (1), 

определенное на ( )**,x x  и имеющее вертикальные асимптоты *x x=  и 

*x x= . 

В [5] приведена полная асимптотическая классификация максимально 

продолженных решений уравнения как в случае регулярной, так и в случае 

сингулярной (0 1k< < ) нелинейности. В [6] также исследовано поведе-

ние решений в случае неограниченного потенциала p, найдены необходи-

мые или достаточные условия существования “black hole” решений, то есть 

решений, удовлетворяющих условиям, 
* 0

0 lim ( )
x x

y x
→ −

< < +∞ , 

* 0
lim ( ) .

x x
y x

→ −
′ = +∞  

Теорема 2.2 [6]. Пусть в уравнении (1) 2n =  и существуют такие 

значения 0 0u > , 0 0v > , что при 0 0u > , 0 0v > , функция ( , , )p x u v  не-

прерывна по x , липшицева по последним двум аргументам, отрицательна 

и отделена от нуля в случае >1k  (в случае 0 1k< <  функция 
( , , )p x u v

v
 

отделена от нуля), и справедливо неравенство ( , , ) ( )p x u v g v≥ , где функ-

ция ( )g v  непрерывна и ограничена снизу положительной константой, при-

чём 

0

.
( )

v

vdv

g v

+∞

< +∞∫  Тогда любое максимально продолженное решение с 

начальными данными  0 0,u u v v> >  является black hole решением.  

Для уравнения (1) при 2n =  с положительным потенциалом p в [7] 

доказана колеблемость всех решений и получены оценки отношения зна-
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чений решения в последовательных экстремумах, а также оценено отно-

шение значений производной в последовательных нулях решения. В [8] 

приведены результаты о поведении колеблющихся решений вблизи правой 

границы области определения при различных условиях на потенциал. 

3. О существовании решений с нестепенным поведением уравне-

ния (2) (М. Васильев). 

Теорема 3.1. Пусть в уравнении (2)   15n = , 0 0p < . Тогда суще-

ствует такое (1, ),k ∈ ∞  что уравнение (2) имеет решение 

( )( )
1

*1
0( ) ( *) lnky x p x x h x xα−−= − − , * 0x x→ − , *x ∈ � , где h  – неко-

торая периодическая функция. 

Ранее этот результат был получен в [10] для 12n = , и в [11] для 

  13,14.n =  
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УДК 378 

КОМАНДНЫЕ ОЛИМПИАДЫ В ЮЖНО-УРАЛЬСКОМ  

ГОСУДАРСТВЕННОМ УНИВЕРСИТЕТЕ 

 

А. Ю. ЭВНИН 

ФГАОУ ВО «Южно-Уральский государственный университет  

(Национальный исследовательский университет)» 

Челябинск, Россия 

 

Большой интерес у студентов вызывают командные олимпиады, в ко-

торых заметную роль играет умение участников команд работать в коллек-

тиве. 

В Южно-Уральском государственном университете в 2012–2017 гг. 
проводилась командная олимпиада (организуемая Институтом естествен-

ных и точных наук на базе кафедры прикладной математики и программи-

рования)  

Основной контингент участников олимпиады составляют студенты 

первых и вторых курсов. Наряду с ними состязаются старшекурсники и 

даже аспиранты. Вне конкурса выступают школьники лучших лицеев и 

гимназий Челябинска. При таком широком спектре участников нужна гиб-

кая схема проведения олимпиады. 

Олимпиада состоит из пяти туров (раундов). В каждом туре участни-

кам предлагается решить две или три задачи. Этим достигаются сразу две 

цели: 

– оказывается возможным предлагать задачи более широкой темати-

ки, оставляя шанс показать хороший результат более молодым участникам 

(в каждом блоке должна быть задача, доступная школьникам и студентам 

первого курса). Впрочем, были случаи, когда продвинутые школьники ре-

шали задачи, связанные с матрицами и интегралами; 

– усиливается командный характер олимпиады. Если на заданный 

промежуток времени предлагается для решения всего одна задача, то один 

сильный «игрок» может решить судьбу всей игры. В случае же нескольких 

задач, которые нужно решить за тот же промежуток времени, усилий толь-

ко одного участника команды, скорее всего, окажется недостаточным для 

победы (если в соревнованиях участвуют достаточно подготовленные и 

относительно равные по силам команды). 

Задачи проверяются сразу после окончания раунда. Текущие резуль-

таты команд выводятся на экран в каждой из трёх аудиторий, где проходит 

олимпиада. Баллы за каждую задачу вычисляются по формуле 
960

1n +
, где n 

– число команд, решивших эту задачу. Например, если задачу решили 23 

команды, они получат за неё по 40 баллов. А если всего две, то стоимость 
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С помощью производной 
0

lim
x

y

x∆ →

∆′ =
∆

у  можно выразить предельные 

издержки производства и приближенно охарактеризовать дополнительные 

затраты на производство единицы дополнительной продукции. 

Пример. Зависимость между издержками производства у и объемом 

выпускаемой продукции x выражается функцией 350 0,05y x x= − (ден. 

ед.) Определить средние и предельные издержки при объеме продукции 

200 ед. 

Если известна функция t=t(x), описывающая изменение затрат време-

ни t на изготовление изделия в зависимости от степени освоения производ-

ства, где х – порядковый номер изделия в партии, то среднее время, затра-

чиваемое на изготовление одного изделия в период освоения от x1 до x2 из-
делий, вычисляется по теореме о среднем: 

2

1

.
2 1

1
( )

x

x

t t x dx
x x

=
− ∫ср  . 

С помощью определенного интеграла можно вычислить объем u про-

дукции, произведенной за время [0;Т], если известна функция описываю-

щая изменение производительности некоторого производства с течением 

времени: 

0

( )

T

u f t dt= ∫  . 

Пример. Производительность труда рабочего в течение дня задается 

функцией  
2( ) 0,00625 0,05 0,5f t t t= − + +  (ден. ед. / ч.), где t – время в 

часах от начала работы, 0 8t≤ ≤ . Найти величину объема продукции (в 

стоимостном выражении) за рабочий день. 

– Примеры функций нескольких переменных в экономике: многофак-

торные функции полезности – логарифмическая функция, функция посто-

янной эластичности. 

– Задачи экономики, приводящие к дифференциальным уравнениям. 

Примеры использования дифференциальных уравнений в моделях эконо-

мической динамики. 

Пример. Обозначим через M  величину фондов фирмы в натуральном 

или стоимостном выражении. Фонды – это оборудование, помещения и 

т.д., они изнашиваются, стареют. Обозначим выбытие фондов через коэф-

фициент выбытия µ . Инвестиции I – вложение денег, увеличивают фонды 

с коэффициентом пропорциональности ρ , тогда получим дифференциаль-

ное уравнение: 
dM

M I
dt

µ ρ= − + . 
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К ВОПРОСУ ОБ АКТУАЛЬНОСТИ ПРОВЕДЕНИЯ  

МАТЕМАТИЧЕСКИХ ОЛИМПИАД 

 

А. М. БУТОМА 

ГУ ВПО «Белорусско-Российский университет» 

Могилев, Беларусь 

 

Одной из важнейших целей проведения математической олимпиады 

является развитие интереса учащихся к математике. Участников олимпиа-

ды привлекает возможность добровольного участия в соревновании, в ко-

тором они могут проверить свои математические умения и способности 

решать нестандартные задачи. 

Любой участник олимпиады желает добиться лучших результатов. 

Для этого ему необходимо читать дополнительную литературу, более по-

дробно изучать отдельные вопросы различных разделов математики. Тем 

самым развиваются способности к анализу решения задач, поиску нешаб-

лонных решений, повышается результативность занятий математикой. 

Проведение олимпиад любого уровня позволяет выявить учащихся, 

имеющих интерес и склонности к занятиям математикой, что весьма важно 

для решения вопроса о подготовке математических и научно-

исследовательских кадров. Участвуя в математических соревнованиях, 

учащийся более объективно определяет свое отношение к математике как 

к предмету будущей профессии. 

Подбор к олимпиаде нестандартных заданий, требующих применения 

особых приемов решения задач, предполагает наличие хороших математи-

ческих навыков и от самого учителя математики. Поэтому проведение 




