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Введение 
 

Цель дисциплины «Методы оптимизации» – формирование компетенций 
для применения различных стандартных программных средств решения опти-
мизационных задач, а также для разработки программного обеспечения при  
реализации на ЭВМ методов оптимизации с использованием современных ком-
пьютерных технологий. 

Методы оптимизации применяются для решения хорошо структурирован-
ных проблем системного анализа – многовариантных по существу и количе-
ственно сформулированных проблем, в которых основные зависимости выяс-
нены настолько хорошо, что они могут быть выражены в числах или символах, 
а в результате решения получаются количественные оценки. 

При изучении различных методов оптимизации особое внимание следует 
обратить на основную итерационную формулу метода (т. е. правило преобразо-
вания k-й точки в (k+1)-ю), задаваемые параметры, способы вычисления шага и 
направления спуска, условия прекращения итерационного процесса и вид точ-
ки, получаемой по итогам вычислений. Поскольку не существует универсаль-
ных методов оптимизации, необходимо также обращать внимание на то, для 
решения каких задач целесообразно использовать изучаемый метод. 

При программной реализации методов требуется знание математики  
(в частности, матричной и векторной алгебры) и объектно-ориентированного 
программирования.  

Сущность метода оптимизации в первую очередь определяется способом 
выбора направления движения (спуска) kd  к экстремуму. В зависимости от по-
рядка используемых при этом производных целевой функции по управляемым 
параметрам методы безусловной оптимизации делят на методы нулевого, пер-
вого и второго порядков. В методах нулевого порядка информация о произ-
водных не используется. Поиск экстремума осуществляется только на основе 
вычисления значений целевой функции. Такие методы называют методами 
прямого поиска. Методы первого порядка являются градиентными методами. 
В них используются значения целевой функции и ее первых частных производ-
ных по управляемым параметрам. В методах второго порядка для поиска экс-
тремума используются значения целевой функции, ее первых и вторых частных 
производных. 

Если экстремум целевой функции отыскивается в неограниченной области 
определения целевой функции в n-мерном евклидовом пространстве Rn, то его 
называют безусловным экстремумом, а методы его поиска – методами без-
условной оптимизации. Наличие ограничений приводит к задаче условной 
оптимизации, при которой находится условный экстремум целевой функции. 

Методические рекомендации содержат основные понятия теории оптими-
зации, необходимые и достаточные условия глобального и локального экстре-
мума, примеры решения задач, описание известных методов оптимизации в ви-
де удобных для компьютерной реализации практических алгоритмов, задания к 
лабораторным работам, контрольные вопросы и список литературы [1–13]. 
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1 Основные понятия и определения теории оптимизации 
 
Цель: изучение основных понятий теории оптимизации и необходимых и 

достаточных условий безусловного экстремума. 
 
1.1 Теоретические положения  

 
Под оптимизацией понимается процесс поиска наилучшего варианта ре-

шения некоторой задачи в условиях множества альтернатив [1, 4, 7].  
Функция f (x) называется унимодальной или одноэкстремальной на ин-

тервале L0 = [a, b], если она достигает глобального экстремума на интервале 
[a, b] в единственной точке х*. В случае глобального минимума с увеличением 
х эта функция монотонно убывает при х < 0 и монотонно возрастает при х > 0.  
В случае глобального максимума с увеличением х данная функция монотонно 
возрастает при х < 0 и монотонно убывает при х > 0. Определению унимодально-
сти могут удовлетворять функции, не являющиеся непрерывными и выпуклыми.  
Если функция унимодальна, то локальный экстремум является глобальным.  

Градиентом функции многих переменных f (X) называется вектор, состав-
ленный из первых частных производных функции по всем переменным: 

 
Т



















nx

f

x

f

x

f
Xf ...,,,

21
. Градиент обозначается символом  Xf  (читается 

«набла  Xf ») или grad f (X).  Градиент функции перпендикулярен касательной 
к линии уровня функции f (X). Направление градиента есть направление наибо-
лее быстрого роста функции.  

Вместе с градиентом можно определить вектор антиградиента, равный по 
модулю вектору градиента, но противоположный по направлению. Он указыва-
ет в сторону наибольшего убывания функции в данной точке. 

Матрицей Гессе называется квадратная матрица, составленная из вторых 
частных производных функции f (X) по всем переменным. Матрица имеет раз-
мерность (n·n), где n – количество переменных функции. 

Поверхностью уровня функции f (X) называется множество точек, в кото-
рых функция принимает постоянное значение, т. е.   constxf . Если количе-
ство измерений 2n , поверхность уровня изображается линией уровня  
на плоскости R2. 

ε-окрестность точки хk – это множество точек (векторов), которые нахо-
дятся от точки хk на расстоянии,  не превышающем заданное число ε > 0,  
т. е. множество таких объектов х, для которых выполняется условие  *xx . 

Таким образом, ε-окрестность – малая положительная величина, характеризу-
ющая точность попадания в экстремальную точку евклидова n-мерного про-
странства Rn. Здесь   – евклидова норма вектора х, определяемая по фор-

муле 22
2

2
1 ... nxxxx  .  Вектор – это направленный отрезок, и евклидова 

норма вектора – его длина. 
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Если вектор определен парой точек Tx )6;5(0   и Tx )9;8(1  , то евклидова 

норма данного вектора      2
01

2
0101 yyxxxx      22 6958  

24,4 . Евклидова норма вектора с координатами  111 ,, zyxA  и  222 ,, zyxB      

     212
2

12
2

12 zzyyxxAB  . 

Непрерывная строго выпуклая функция является унимодальной. Обратное 
утверждение неверно. 

Выпуклость функции можно определить по матрице Гессе: 

–  если матрица Гессе положительно полуопределена:   nRxxH  0 , то 
функция выпуклая; 

–  если матрица Гессе положительно определена:   nRxxH  0 , то 
функция строго выпуклая; 

–  если матрица Гессе положительно полуопределена и при этом выполня-

ется условие   nRxElxH  , где Е – единичная матрица и l  – некоторое 
число, то функция сильно выпуклая. 

Если f (X) – выпуклая функция на выпуклом множестве X, то всякая точка 
локального минимума является точкой ее глобального минимума на X. 

Если выпуклая функция достигает своего минимума в двух различных 
точках, то она достигает минимума во всех точках отрезка, соединяющего эти 
две точки. 

Если f (X) – строго выпуклая функция на выпуклом множестве X, то она 
достигает глобального минимума на X не более чем в одной точке. 

Точка *x  экстремума находится с помощью необходимых условий перво-
го и второго порядков, а также достаточных условий безусловного локального 
экстремума.  

Необходимые условия экстремума первого порядка. Если nRx *  – точ-
ка локального безусловного экстремума непрерывно дифференцируемой в точ-
ке *x  функции  xf , то градиент функции  xf  в точке *x  равен нулю: 

  0 xf .  Точка *x , удовлетворяющая данному равенству, называется  
стационарной. 

Необходимые условия экстремума второго порядка. Если точка *x  есть 

точка локального минимума (максимума) функции  xf  на множестве nR   
и функция  xf  дважды дифференцируема в этой точке, то матрица Гес- 
се  *xH  функции  xf , вычисленная в точке *x , является положительно полу-
определенной   0* xH  (если *x  – точка локального минимума) или отрица-
тельно полуопределенной   0* xH  (если *x  – точка локального максимума). 

Достаточные условия экстремума. Если функция  xf  в точке nRx *  
дважды дифференцируема, ее градиент равен нулю (   0*  xf ), а матрица Гес-
се является положительно определенной   0* xH  (отрицательно определен-
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ной   0* xH ), то точка *x  есть точка локального минимума (максимума) 

функции  xf  на множестве nR . 
Угловыми минорами называются определители матрицы Гессе, вычис-

ленные в стационарной точке х*, от первого до n-го порядка: 111 h , 

2221

1211
2 hh

hh
 , …, 

nnn

n

n

hh

hh

...

.........

...

1

111

 . 

Главными минорами называются определители m-го порядка ( nm  ), 
получающиеся из определителя матрицы  *xH  вычеркиванием каких-либо 
( mn  ) строк и ( mn  ) столбцов с одними и теми же номерами.  

Для проверки выполнения достаточных условий экстремума и необходи-
мых условий второго порядка используются два способа. 

Первый способ (с помощью угловых и главных миноров) (рассмотрен в 
таблице 1.1) включает: 

–    критерий проверки достаточных условий экстремума (критерий 
Сильвестра или критерий знакоопределенности матрицы Гессе): 

а)    для того чтобы матрица Гессе  *xH  была положительно опреде-
ленной (   0* xH ) и точка *x  являлась точкой локального минимума, необхо-
димо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров были строго положительны: 

0...,,0,0 21  n ; 
б)    для того чтобы матрица Гессе  *xH  была отрицательно опреде-

ленной (   0* xH ) и точка *x  являлась точкой локального максимума, необхо-
димо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров чередовались, начиная с от-

рицательного:   01...,,0,0,0 321  n
n ; 

–    критерий проверки необходимых условий экстремума второго  
порядка: 

а)    для того чтобы матрица Гессе  *xH  была положительно полу-
определенной (   0* xH ) и точка *x , может быть, являлась точкой локального 
минимума, необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры определителя 
матрицы Гессе были неотрицательны; 

б)    для того чтобы матрица Гессе  *xH  была отрицательно полу-
определенной (   0* xH ) и точка *x , может быть, являлась точкой локального 
максимума, необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры четного по-
рядка были неотрицательны, а все главные миноры нечетного порядка –  
неположительны. 

Второй способ (с помощью собственных значений матрицы Гессе) (рас-
смотрен в таблице 1.1). Собственные значения nii ,1,   матрицы Гессе Н – 
это корни характеристического уравнения (алгебраического уравнения n-й сте-
пени) вида    EHdet . 
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Таблица 1.1 – Критерии проверки достаточных и необходимых условий второго                  
порядка в задаче поиска безусловного экстремума 
 
Но-
мер 
стро-
ки 

 *xf  
Используе-
мое условие 
экстремума 

Первый 
способ 

Второй 
способ 

Знакоопреде-
ленность 

 *xH  

Тип 
стационарной 
точки *x  

1 0 Достаточные 
условия  

...,,02,01 
0n  

...,,01 
0n  

> 0 
положительно 
определенная 

Локальный ми-
нимум 

2 0 Достаточные 
условия  

...,,02,01 

  01  n
n  

...,,01 
0n  

< 0 
отрицательно  
определенная 

Локальный мак-
симум 

3 0 Необходи-
мые условия 
второго 
порядка 

Все главные миноры
определителя мат-
рицы  *xH  неот-
рицательны 

...,,01 
0n  

0  
положительно 
полуопреде- 

ленная 

Может быть ло-
кальный мини-
мум, требуется
дополнительное 
исследование 

4 0 Необходи-
мые условия 
второго 
порядка 

Все главные миноры 
четного порядка не-
отрицательны, а не-
четного порядка не-
положительны 

...,,01 
0n  

0  
отрицательно 
полуопреде-

ленная 

Может быть ло-
кальный макси-
мум, требуется
дополнительное 
исследование 

5 0 Необходи-
мые условия 
второго 
порядка 

Матрица Гессе со-
стоит из нулевых 
элементов 

...,,01 
0n  

= 0 Требуется до-
полнительное 
исследование 

6 0 Необходи-
мые условия 
второго 
порядка 

Не выполняются 
условия в стро-
ках 1–5 

i  имеют 

разные  
знаки 

0  
знаконеопре-
деленная 

Нет экстремума 

 
Для поиска безусловных экстремумов функции нужно составить и решить 

систему алгебраических уравнений   0 xf . В найденных стационарных точ-
ках исследовать на знакоопределенность матрицу Гессе. Точки, в которых 
Н(х) > 0, являются точками глобального минимума; точки, в которых 
Н(х) < 0, – глобального максимума. Также следует проанализировать стацио-
нарные точки, в которых матрица вторых производных не является строго зна-
коопределенной (т. е.   0xH  либо   0xH ). Если необходимые условия экс-
тремума второго порядка выполняются, точка *x , может быть, является точкой 
локального минимума. При проведении дополнительных исследований вычис-
ляется значение целевой функции в точке х* и рассматривается ε-окрестность 
точки х*, а также поведение функции f(x) на множестве Rn. Дальше проверяют 
выполнение определений локального и глобального минимумов. 

Пример – Найти экстремум функции   2
2

2
1 xxxf   на множестве 2R .  

Решение 

1 Необходимые условия экстремума первого порядка 
 

02 1
1





x
x

xf
; 
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 
02 2

2





x
x

xf
. В результате решения системы из двух уравнений получена 

стационарная точка  Т0,0* x   [7]. 
2 Далее нужно проверить выполнение достаточных условий экстремума              

и необходимых условий второго порядка. 

Первый способ. Матрица Гессе функции имеет вид   










20

02
*xH . Так 

как  02111  h , 04
20

02
2 


 , то достаточные условия экстремума 

не выполняются (таблица 1.1, строки 1 и 2).  
Далее проверяется выполнение необходимых условий 2-го порядка. 
Главные миноры первого порядка (т = 1) получаются из Δ2 в результате 

вычеркивания п – т = 2 – 1 = 1 строк и столбцов с одинаковыми номерами:                
–2, 2. Главный минор второго порядка (т = 2) получается из Δ2 в результате 
вычеркивания п – т = 0 строк и столбцов, т. е. совпадает с Δ2: –4. Отсюда сле-
дует, что необходимые условия экстремума второго порядка не выполняются 
(см. таблицу 1.1, строки 3 и 4). Так как матрица Гессе не является нулевой, то 
можно сделать вывод о том, что в точке х* нет экстремума (см. таблицу 1.1, 
строка 6). 

Второй способ. Собственные значения матрицы Гессе 
 

  



10

01

20

02
det EH    022

20

02












. 

 

Отсюда получены два корня характеристического уравнения 021    
и 022  , т. е. собственные значения имеют разные знаки. Поэтому точ- 
ка *x  не является точкой минимума или максимума (см. таблицу 1.1, строка 6), 
а является седловой точкой. 

3 Так как экстремум не достигается,  *xf  не вычисляется. 
 
Задание 
Необходимо написать программу, содержащую не менее двух классов и 

позволяющую выполнять следующие действия: 
 – аналитически находить стационарные точки функции по варианту  
(таблица 1.2) (четные варианты – методом простой итерации, нечетные – мето-
дом Ньютона); 
 – выводить результаты пошаговых вычислений при поиске стационарных 
точек в текстовый файл; 
 – проверять выполнение достаточных условий и необходимых условий 
экстремума второго порядка в найденных стационарных точках;  
 – исследовать выпуклость функции и находить глобальный экстремум 
функции. 



 

  

  

 10

Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-
мума функции программой; диаграмма классов; определение глобального экс-
тремума функции обоими способами в письменном виде (см. таблицу 1.1). 

 
Таблица 1.2 – Варианты функций 

 
Номер 
варианта 

Функция 
Номер 
варианта

Функция 

1   1023, 22  xxyyxyxf  9 72,0),( 222  yyxyxyxf  

2 5457),( 22  xyyxyxf  10 342),( 22  yyxyxyxf  

3 52610),( 22  yxyyxyxf  11 3323),( 22  xxyyxyxf  

4 61,052),( 222  yxyxyxf  12 43225),( 22  xxyyxyxf  

5 6205,02),( 222  xyxyxyxf  13 585,095),( 22  xxyyxyxf

6 305,025),( 222  xyyxyxf  14 95,099),( 22  xyyxyxf  

7 45,033),( 222  xxyyxyxf  15 828,0),( 22  xxyyxyxf  

8 71,033),( 2222  yyxyxyxf    

 
Контрольные вопросы 
 
1 В чем состоит свойство унимодальности функций? 
2 Каковы основные свойства градиента? Что такое антиградиент?  
3 Что такое матрица Гессе и как установить ее знакоопределенность? 
4 Как проверить, является ли функция выпуклой?  
5 Для чего нужна информация о выпуклости функции? 
6 В чем заключаются необходимые и достаточные условия экстремума 

функции? Как определить глобальный экстремум? 
 
 
2 Решение оптимизационных задач стандартными 

программными средствами (MS Office Excel) 
 
Цель: формирование практических навыков применения MS Office Excel 

при решении оптимизационных задач. 
 
2.1 Теоретические положения  
 
В электронном табличном процессоре Microsoft Office Ехсеl оптимизаци-

онные задачи решаются с помощью надстройки «Поиск решения». 
Для загрузки этой надстройки при работе в Excel 2007 и выше следует вы-

брать команду «Файл» – «Параметры Excel» – «Надстройки» – «Управление: 
надстройки Ехсel» – «Перейти» и установить флажок для надстройки «Поиск 
решения». Команда «Поиск решения» (или «Solver») будет расположена на 
вкладке «Данные» в группе «Анализ». 

Решение оптимизационных задач линейного программирования с помощью 
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надстройки «Поиск решения». Задачей линейного программирования (ЗЛП) 
называется задача условной максимизации (минимизации) линейной целевой 
функции при линейных ограничениях (равенствах и неравенствах) и неотрица-
тельных неизвестных. Основным численным методом решения ЗЛП является 
симплекс-метод. С помощью надстройки «Поиск решения» симплекс-методом 
можно решать задачи при достаточно большом числе переменных и ограниче-
ний (число переменных до 200 и ограничений до 600). 

Необходимо на одном листе Excel располагать только одну модель,  
т. е. решать только одну задачу. В противном случае для выполнения расче-
тов придется постоянно изменять настройки «Поиска решения». 

Далее приведен пример решения ЗЛП [2, 9]. 

Пример – Конфетная фабрика, используя три вида ресурсов, производит 
конфеты четырех видов. Потребности в ресурсах и их запасы в течение недели 
приведены в таблице 2.1. Определить оптимальный план производства на неде-
лю, позволяющий получить максимальную прибыль. 

 
Таблица 2.1 – Исходные данные 
 

Тип ресурсов, т 
Конфеты
«Зубр» 

Конфеты 
«Мишка»

Конфеты
«Зайка» 

Конфеты 
«Белочка» 

Объем 
ресурсов, т 

Какао 4 1,5 1 2 50 

Орехи 4 0,5 0,5 2 65 

Сахар 3 3 5 1 70 
Прибыль от реализации 1 т 
конфет, тыс. д. е. 

25 12 10 11  

 
Математическая модель ЗЛП имеет вид: 
  

.0

;70533

;6525,05,04

;5025,14

max;11101225

4321

4321

4321

4321


















jx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxF

 
 
Далее необходимо ввести исходные данные задачи на лист Excel так, как 

показано на рисунке 2.1. В экранной форме на рисунке 2.1 каждой переменной 
и каждому коэффициенту задачи поставлена в соответствие конкретная  
ячейка в Excel.  

Дальнейшие действия производятся в окне «Поиск решения», которое вы-
зывается из вкладки «Данные» в группе «Анализ» (рисунок 2.2). 

В поле «Оптимизировать целевую функцию» вводится адрес ячейки, хра-
нящей выражение для целевой функции ($Е$7). 

В поле «До» указывается вид экстремума (максимум, минимум)  
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или равенство конкретному значению. 
 

 
 
Рисунок 2.1 – Экранная форма для ввода условий задачи 
 

 
 
Рисунок 2.2 – Окно «Поиск решения» задачи 
 
В поле «Изменяя ячейки переменных» указываются адреса $B$3:$Е$3 для 

хранения значений искомых переменных задачи ix . 
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В поле «В соответствии с ограничениями» с помощью кнопки «Добавить» 
вводятся адреса ячеек, хранящих формулы для вычисления левых частей огра-
ничений, знаки в ограничениях (=, ≤, ≥) и адреса ячеек, хранящих значения пра-
вых частей ограничений. 

Кнопки «Добавить», «Изменить» и «Удалить» позволяют ввести дополни-
тельное ограничение, изменить вид выделенного в списке ограничения  
или удалить его. 

Требование неотрицательности переменных задаётся путём установки 
флажка в строке «Сделать переменные без ограничений неотрицательными» 
(т. к. искомые переменные – физические величины – массы конфет в тоннах). 

Для задания метода решения задачи в раскрывающемся списке «Выберите 
метод решения» нужно выбрать «Поиск решения линейных задач  
симплекс-методом». 

Кнопка «Параметры» позволяет в случае необходимости изменить пара-
метры процедуры оптимизации. Рассмотрим наиболее важные параметры.  

Параметр «Точность ограничения» позволяет задать значение точности 
(число из интервала (0; l), определяющее соответствие ячейки целевому значе-
нию или приближение к указанным границам). Однако иногда проще изменить 
ограничение, отодвинув границу, чем пытаться выполнить ограничение с высо-
кой точностью. 

Параметр «Максимальное время» служит для ограничения времени, отпус-
каемого на поиск решения. Время не должно превышать 32767 с, что составля-
ет 9,1 ч. По умолчанию задается 100 с, что подходит для решения большинства 
простых задач. 

Параметр «Число итераций» служит для управления временем решения за-
дачи путем ограничения числа вычислений; значение 100 подходит для реше-
ния большинства простых задач. 

Параметр «Целочисленная оптимальность» служит для задания допуска на 
отклонение от оптимального решения, если множество значений влияющей 
ячейки ограничено множеством целых чисел. В таких задачах в начале нахо-
дится оптимальное нецелочисленное решение, а потом ищется ближайшая це-
лочисленная точка, решение в которой отличалось бы от оптимального не более 
чем на указанное данным параметром количество процентов. При большом до-
пуске может быть потеряно лучшее целочисленное решение, правда, отличаю-
щееся от найденного в пределах допуска. Для целочисленных задач имеет 
смысл уменьшить допуск. 

После запуска на решение задачи появится окно «Результаты поиска ре-
шения», которое сообщает, что решение найдено (не найдено), или будет выве-
дено сообщение, позволяющее установить причину прекращения решения за-
дачи, например в том случае, когда пустое множество допустимых решений 
или происходит зацикливание итерационной процедуры. 

Полученное решение задачи представлено на рисунке 2.3. 
Оптимальное решение (оптимальный план производства конфетной фаб-

рики): 6 т конфет «Зубр», 17,33 т конфет «Мишка». При этом достигается мак-
симальная прибыль  358 тыс. д. е. 
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Рисунок 2.3 – Полученное решение задачи  
 
Сообщение «Поиску решения не удалось найти решения (Solver could not 

find a feasible solution)» появляется, когда «Поиск решения» не смог найти со-
четаний значений переменных, которые удовлетворяют всем ограничениям.  

Решение нелинейных оптимизационных задач в Excel. Задача нелинейного 
программирования (ЗНП) является частным случаем общей задачи оптимиза-
ции. При этом предполагается, что целевая функция или система ограничений 
(или и то и другое) содержат неизвестные, связанные функциональной зависи-
мостью, отличной от линейной. 

В отличие от ЗЛП, для ЗНП общего метода, позволяющего решать любые 
задачи, нет. Это обусловлено следующими особенностями ЗНП: 

1) область допустимых решений (ОДР) в ЗНП может быть невыпуклой  
(а в ЗЛП ОДР выпуклая); 

2) ОДР в ЗНП может состоять из нескольких частей;  
3) целевая функция ЗНП может достигать экстремума не только на грани-

це, но и внутри ОДР системы ограничений;  
4) целевая функция может быть недифференцируемой, что затрудняет 

применение классических методов математического анализа; 
5) ЗНП может иметь несколько локальных экстремумов, среди которых 

необходимо найти глобальный;  
6) часто ЗНП являются плохо обусловленными, т. е. график поверхности 

целевой функции имеет овражный рельеф. 
Технология решения ЗНП средствами поиска решения в Ехсе1 такая же, 

как и в случае ЗЛП. Работоспособность реализованных в надстройке «Поиск 
решения» Ехсеl методов решения ЗНП (нелинейный метод обобщенного пони-
жающего градиента (ОПГ), используемый для гладких нелинейных задач; эво-
люционный метод, используемый для негладких задач) зависит от выбора 
начального приближения, что является определенным недостатком средства 
«Поиск решения» Ехсеl. Следует учитывать, что численные методы решения 
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ЗНП не могут дать гарантию нахождения глобального экстремума. Для опреде-
ления глобального экстремума нужно получить несколько решений при раз-
личных начальных приближениях и выбрать из них наилучшее. 

 
Задание 
Необходимо решить четыре задачи в соответствии с вариантом задания.  
 
Содержание отчета: тема и цель работы; условия задач и результаты 

нахождения глобального экстремума. 
 
Задача 1. Решить ЗЛП (n – номер варианта индивидуального задания) 

с помощью надстройки «Поиск решения» Ехсеl: 
 

 

.3,1,0

;520032

;15800864

;101200975

max;91512

321

321

321

321

















jx

nxxx

nxxx

nxxx

xxxxf

j

 

 
Задача 2. Решить ЗНП (n – номер варианта) с помощью надстройки «По-

иск решения» Ехсеl: 
 

     

.3,1,0

;510015,0141,017

;8140025,0162,012

;10130005,0181,015

min;1,012008,0100

2
22

2
11

2
22

2
11

2
22

2
11

2211




















jx

nxxxx

nxxxx

nxxxx

nxxxxxf

j

 

 
Задача 3. Составить математическую модель задачи по варианту индиви-

дуального задания и решить ее с помощью надстройки «Поиск решения». 
 
Вариант 1. Требуется изготовить коробку с квадратным дном без крышки. 

Объем коробки должен равняться 110 см3. Каковы должны быть ее размеры, 
чтобы на ее изготовление пошло наименьшее количество материала? 

Вариант 2. Требуется огородить проволочной сеткой длиной l = 50 м пря-
моугольный участок, прилегающий к стене. Найти размеры участка, при кото-
рых его площадь будет наибольшей. 

Вариант 3. Спроектировать прямоугольную емкость с крышкой объе- 
мом 1 м3 так, чтобы на его изготовление было израсходовано минимальное ко-
личество листового материала и высота была меньше 0,5 м. 
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Вариант 4. Требуется спроектировать контейнер в форме прямоугольного 
параллелепипеда объемом V = 3 м3 и израсходовать минимум материала. Длина 
контейнера должна быть не менее 0,5 м. 

Вариант 5. Требуется изготовить 200 изделий. Их можно изготовить дву-
мя технологическими способами. Затраты связаны следующими зависимостя-

ми: для первого способа – 2
114 xx  , для второго – 2

228 xx  , где 1x  и 2x  – ко-

личества изделий, изготовленных первым и вторым способами соответственно. 
Определить, сколько изделий может быть изготовлено каждым способом так, 
чтобы суммарные затраты были минимальны. 

Вариант 6. Спроектировать цилиндрическую емкость с крышкой объемом 
не менее 2,5 м3 так, чтобы было затрачено минимальное количество листового 
материала и высота емкости была не более 1 м. 

Вариант 7. Требуется изготовить коробку с дном в виде окружности с 
крышкой. Объем коробки должен равняться 200 см3. Каковы должны быть ее 
размеры, чтобы на ее изготовление пошло наименьшее количество материала? 

Вариант 8. Спроектировать емкость с крышкой объемом 1,5 м3 так, чтобы 
расход листового материала был минимальный. Основанием емкости является 
равносторонний треугольник и высота должна быть меньше 0,8 м. 

Вариант 9. Требуется спроектировать контейнер в форме прямоугольного 
параллелепипеда объемом V = 5 м3. Желательно, чтобы при изготовлении кон-
тейнеров затрачивалось как можно меньше материалов. Чтобы его было удобно 
брать автопогрузчиком, ширина должна быть не менее 1,5 м. 

Вариант 10. Спроектировать цилиндрическую емкость без крышки объе-
мом не более 10 м3 таким образом, чтобы на его изготовление было израсходо-
вано минимальное количество листового материала. Высота емкости должна 
быть не меньше 1 м. 

Вариант 11. Требуется изготовить коробку с квадратным дном с крышкой. 
Объем коробки должен равняться 250 см3. Высота должна быть не более 30 см. 
Каковы должны быть ее размеры, чтобы на ее изготовление пошло наименьшее 
количество материала? 

Вариант 12. Спроектировать прямоугольную емкость без крышки объе-
мом не менее 3,5 м3 таким образом, чтобы на его изготовление было израсходо-
вано минимальное количество листового материала. Высота емкости должна 
быть не более 1 м. 

Вариант 13. Требуется спроектировать шаблон для штамповки изделий. 
Для этого на плоскости нужно разместить три круга радиусами r1, r2, r3, чтобы 
описанный вокруг них прямоугольник имел минимальный периметр.  

Вариант 14. Требуется изготовить коробку с овальным дном без крышки. 
Объем коробки должен равняться 300 см3. Каковы должны быть ее размеры, 
чтобы на ее изготовление пошло наименьшее количество материала? 

Вариант 15. Спроектировать емкость без крышки объемом 2 м3 так, чтобы 
расход листового материала был минимальный. Основанием емкости является 
треугольник и высота должна быть не менее 0,5 м. 
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Задача 4. Построить график функции и график линий равных уровней для 
задачи по варианту индивидуального задания из лабораторной работы № 1. 

 
Контрольные вопросы 
 
1 Что такое ЗЛП и ЗНП? Перечислить особенности ЗЛП и ЗНП. 
2 Охарактеризовать основные параметры надстройки «Поиск решения». 
3 Как определить глобальный экстремум в ЗНП? 
 
 
3  Решение оптимизационных задач стандартными 

программными средствами (Mathcad) 
 
Цель: формирование практических навыков применения Mathcad при ре-

шении оптимизационных задач. 
 
3.1 Теоретические положения  
 
Для решения задач поиска максимума и минимума в Mathcad имеются 

встроенные функции Minimize и Maximize. Все они используют те же гради-
ентные численные методы, что и функция Find для решения уравнений.  

Поиск экстремума функции включает в себя задачи нахождения локально-
го и глобального экстремума. В Mathcad с помощью встроенных функций ре-
шается только задача поиска локального экстремума. Чтобы найти глобальный 
максимум (или минимум), требуется либо сначала вычислить все их локальные 
значения и выбрать из них наибольший (наименьший), либо предварительно 
просканировать с некоторым шагом рассматриваемую область, чтобы выделить 
из нее подобласть наибольших (наименьших) значений функции и осуществить 
поиск глобального экстремума, уже находясь в его окрестности. Последний 
путь может привести в зону другого локального экстремума, но часто может 
быть предпочтительнее из соображений экономии времени. 

Решение ЗЛП. Далее рассмотрен пример решения ЗЛП из лабораторной 
работы № 2. Вначале записывается целевая функция, а также матрица М коэф-
фициентов левых частей ограничений и матрица В правых частей ограничений: 

 
f x( ) 25 x0 12 x1 10 x2 11 x3  

M

4

4

3

1.5

0.5

3

1

0.5

5

2

2

1













 

;

     

B

50

65

70













 

.

 
 
Задаются начальные значения неизвестных: 
х0 := 0; х1 := 0; х2 := 0; х3 := 0. 
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Записывается блок Given, в котором указываются ограничения задачи и 
функция Maximize, позволяющая определить вектор неизвестных: 

 
Given  

     M x B  
x 0

 

; 
 

x0

x1

x2

x3













Maximize f x( )

 

;

  

x0

x1

x2

x3













6

17.333

0

0













 .

 
 
Подставив полученный вектор неизвестных в целевую функцию,  

имеем  f(x) = 358. 
Решение ЗНП. При решении нелинейных задач, установив курсор на клю-

чевом слове Minimize или Maximize и нажав правую клавишу мыши, из кон-
текстного меню можно выбрать один из следующих методов: Levenberg-
Marquardt, Conjugate Gradient, Quasi-Newton. Рассмотрим задачу поиска мини-
мума функции Розенброка       min1100, 222  xxyyxf  при ограниче-
ниях xy  9 , 0, yx  методом Conjugate Gradient.  

Целевая функция  

f x y( ) 100 y x
2 2 1 x( )

2 ;   
Начальные приближения  
x 0

 
; y 0

 
. 

Given  
Ограничения  
y 9 x  ; x 0

 
; y 0

 
; 

x

y









Minimize f x y( )
 
;
  

x

y









1

1










 

;
 

f x y( ) 2.323 10
10 ; 

 
Задание 
Необходимо решить четыре задачи в соответствии с вариантом задания из 

лабораторной работы № 2.  
 
Содержание отчета: тема и цель работы; условия задач, скриншоты экра-

нов в Mathcad и результаты нахождения глобального экстремума. 
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Контрольные вопросы 
 
1 Для чего предназначены функции Minimize и Maximize?  
2 Для чего предназначена функция Minerr? 
3 Что показывает график линий равных уровней функции? 
 
 
4 Методы нулевого порядка безусловной одномерной 

минимизации 
 
Цель: изучение методов «золотого сечения» и Фибоначчи.  
 
4.1 Теоретические положения  
 
Постановка задачи: требуется найти безусловный минимум функции f(x) 

одной переменной, т. е. такую точку х*  R, что    xfxf
Rx

 min* . 

Большинство известных методов одномерной минимизации применяется 
для класса унимодальных функций. 

Методы одномерной минимизации широко применяются в методах перво-
го и второго порядков для нахождения оптимальной величины шага. При этом 
левая граница начального интервала неопределенности, как правило, совпадает 
с началом координат, т. е. а0 = 0. 

Для эвристического выбора начального интервала неопределеннос- 
ти [a0, b0] можно применить алгоритм Свенна [7]: 

– задать произвольно следующие параметры: х0 – некоторую точку;                
t > 0 – величину шага. Принять k = 0; 

– вычислить значение функции в трех точках:  х0 – t; х0; х0 + t; 
– проверить условие окончания: 

а)  если   f(х0 – t) ≥  f(х0) ≤  f(х0 + t), то начальный интервал неопреде-
ленности найден: [a0, b0] = [х0 – t,  х0 + t]; 

б)  если f(х0 – t) ≤  f(х0)  ≥  f(х0 + t), то функция не является унимодаль-
ной, а требуемый интервал неопределенности не может быть найден. Вычисле-
ния при этом прекращаются (задается другая начальная точка х0); 

в) если условие окончания не выполняется, то перейти к шагу 4; 
– определить величину Δ: 

а) если f(х0 – t) ≥  f(х0)  ≥  f(х0 + t), то Δ = t;  a0 = х0;  х1 = х0 + t;  k = 1;  
б) если f(х0 – t) ≤  f(х0)  ≤  f(х0 + t), то Δ = –t;  b0 = х0;  х1 = х0 – t;  k = 1; 

– найти следующую точку   xk+1 = xk +2k Δ; 
– проверить условие убывания функции: 

а) если  f(xk+1) < f(xk) и Δ = t , то  а0 = хk ; 
       если f(xk+1) < f(xk) и Δ = –t , то  b0 = хk ; 
       в обоих случаях принять k = k +1  и перейти к шагу 5; 
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б) если  f(xk+1) ≥  f(xk) , процедура завершается.  При Δ = t  принять                
b0 = хk+1, а при Δ = –t принять  a0 = хk+1.  В результате будет получен искомый 
начальный интервал неопределенности [a0, b0]. 

Метод «золотого сечения». 
Точка производит «золотое сечение» отрезка, если отношение длины все-

го отрезка к большей части равно отношению большей части к меньшей.  
Алгоритм метода «золотого сечения».    
Шаг 1. Задать интервал неопределенности L0 = [a0, b0], точность l > 0. 
Шаг 2. Принять k = 0.  

Шаг 3. Вычислить точки «золотого сечения»  ;
2

53
0000 abay 


    

0000 ybaz  .   
Шаг 4. Вычислить   kyf ,  kzf . 
Шаг 5. Сравнить значения функции в точках «золотого сечения»   kyf   

и   kzf : 
а)  если  kyf  ≤  kzf , то принять    z b a a kkkk   11  ,   

и  y zybay kkkkkk   1111 , . Перейти к шагу 6; 
б) если  kyf  >  kzf , то принять kkkk bbya   11  ,  и ,1 kk zy   

kkkk zbaz   111 . 

Шаг 6. Вычислить 11   kk ba  и проверить условие окончания: 

а) если длина Δ текущего интервала неопределенности оказывается мень-
ше установленной величины (Δ ≤ l), процесс поиска завершается и х*[ak+1, 
bk+1]. В качестве приближенного решения можно взять середину последнего ин-

тервала:   211
*

  kk bax ; 
б) если Δ > l, принять k = k +1 и перейти к шагу 4.  
Метод Фибоначчи.  
Числа Фибоначчи определяются следующим образом: 0 1 1,F F   

1 2 , 2, 3, 4, ... .k k kF F F k     Последовательность чисел Фибоначчи имеет  
вид 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, … .  

Алгоритм метода Фибоначчи.  
Шаг 1. Задать начальный интервал неопределенности L0 = [a0, b0]; допу-

стимую длину конечного интервала  l > 0;  константу различимости ε > 0  
(т. е. наименьшее приращение переменной х, при котором значения целевой 
функции отличимы друг от друга). 

Шаг 2. Найти количество N  вычислений функции как наименьшее целое 

число, при котором удовлетворяется условие 
l

L
FN

0 , и числа Фибоначчи 

NFFF ...,,, 10 .  0L  – это длина отрезка: 000 abL  .  

Пример –  10,00 L , 1l . Тогда  10
1

100 
l

L
. Следующее бóльшее 

число Фибоначчи 13 идет под номером 6. Поэтому 6N . 
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Шаг 3. Принять номер итерации  k = 0.  

Шаг 4. Вычислить  00
2

00 ab
F

F
ay

N

N   ,  00
1

00 ab
F

F
az

N

N   . 

Шаг 5. Вычислить значения функции  kyf  и  kzf . 
Шаг 6. Сравнить  kyf  с  kzf : 
а) если  kyf  ≤  kzf , принять kk aa 1 ; kk zb 1 ; kk yz 1 ; 

 11
1

3
11 




  kk

kN

kN
kk ab

F

F
ay . Перейти к шагу 7; 

б) если  kyf  >  kzf , принять kk ya 1 ; kk bb 1 ; kk zy 1 ; 

 11
1

2
11 




  kk

kN

kN
kk ab

F

F
az .  

Шаг 7. Проверить условие окончания и при необходимости выполнить за-
ключительное N-е вычисление функции для получения решения: 

а) если  3 Nk , принять k = k + 1 и перейти к шагу 5;  

б) если k = N – 3, то всегда 
2

22
22





 NN

NN
ba

zy , т. е. отсутствует 

точка нового вычисления функции. В этом случае полагают 

121   NNN zyy ;    11 NN yz .  В точках 1Ny  и 1Nz  вычисляют зна-
чения функции и находят границы конечного интервала [aN–1, bN–1]:  

– если    11   NN zfyf , принять 21   NN aa ,  11   NN zb ; 
– если    11   NN zfyf , принять 11   NN ya ,  21   NN bb . 
Процесс поиска завершается и х*[aN–1, bN–1]. В качестве приближенного 

решения можно взять любую точку последнего интервала неопределенности, 

например, его середину:   211
*

  NN bax . 
 
Задание 
Для заданного варианта функции (таблица 4.1) необходимо найти ее экс-

тремум. Нечетные варианты выполняются с использованием метода «золотого 
сечения» и алгоритма Свенна, четные – с использованием метода Фибоначчи и 
алгоритма Свенна.  

Реализовать перегрузку метода поиска экстремума функции. При этом   
определить, сколько итераций потребуется для достижения точности                
l = 10–3, 10–5, 10–7 при одних и тех же начальных приближениях. 

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
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Таблица 4.1 – Варианты функций 
 
Номер 
варианта 

Функция 
Номер 
варианта

Функция 

1   2sin22  xxxxf  9 5cos)( 2  xxxf  

2 3cos10)( 2  xxxxf  10 1cos32)( 2  xxxxf  

3 1sin4,02)( 2  xxxxf  11 102010)( 2  xxxf  

4 1sin1,025,0)( 2  xxxxf  12 3sin57,0)( 2  xxxxf  

5 1sin505,0)( 23  xxxxf  13 10cos)( 32  xxxxf  

6 1005,0)( 23  xxxf  14 333)( 32  xxxf  

7 1cos3,033,0)( 2  xxxxf  15 5301,0)( 2  xxxf  

8 15)( 32  xxxf    

 
Контрольные вопросы 
 
1 Как определить характеристику относительного уменьшения начального 

интервала неопределенности в методах «золотого сечения» и Фибоначчи? 
2 Как относятся длины последовательных интервалов в методе «золо- 

того сечения»? 
3 Каким образом определяется отрезок, на котором находится экстремум?  

Каким образом можно повысить точность нахождения решения? 
4  Каковы достоинства и недостатки двух изученных методов? 
    
 
5 Методы нулевого порядка безусловной многомерной 

минимизации  
 
Цель: изучение метода сопряженных направлений (метода Пауэлла) и ме-

тода деформируемого многогранника (метода Нелдера-Мида). 
 
5.1 Теоретические положения  
 
Постановка задачи поиска экстремума: требуется найти безусловный ми-

нимум функции f(x) многих переменных, т. е. такую точку х*Rn, что 

)( min  )( * xfxf
nRx

 .       

Метод сопряженных направлений (метод Пауэлла). 
В данном методе используется факт, что минимум квадратичной функции 

может быть найден не более чем за п шагов при условии, что поиск ведется 
вдоль сопряженных относительно матрицы Гессе направлений. Так как доста-
точно большой класс целевых функций может быть представлен в окрестности 
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точки минимума своей квадратичной аппроксимацией, описанная идея приме-
няется и для неквадратичных функций [7].  

Пусть H – симметрическая матрица размером п × п. Векторы nddd ...,,, 21  

называются Н-сопряженными или просто сопряженными, если 0j
T
i dHd  

при всех i ≠ j. 
В методе сопряженных направлений 

задаются начальная точка и направления 

nddd ...,,, 21 , совпадающие с координат-
ными. Находится минимум  xf  при по-
следовательном движении по (n + 1) 
направлениям с помощью одного из ме-
тодов одномерной минимизации. При 
этом полученная ранее точка минимума 
берется в качестве исходной для поиска 
по следующему направлению,  
а направление nd  используется как при 
первом ( ndd 0 ), так и последнем поис-

ке. Находится новое направление поиска, 
сопряженное с nd . Оно проходит через 
точки, полученные при первом и послед-
нем поиске. Заменяется 1d  на 2d , 2d  на 

3d  и т. д.  Направление nd  заменяется сопряженным направлением, после чего 
повторяется поиск по (n + 1) направлениям, уже не содержащим старого 
направления 1d . Построение сопряженного направления для квадратичной 
функции при п = 2 изображено на рисунке 5.1. Оно  проходит через точки 1 и 3. 

Алгоритм метода сопряженных направлений (метода Пауэлла). 

Шаг 1. Задать начальную основную точку 0x , число ε > 0, начальные 

направления поиска  





















0

0

1

1 
d ,  





















0

1

0

2 
d , …, 





















1

0

0

nd .   Принять  ndd 0 , но-

мер направления поиска 0i , 00 xy  , задать счетчик итераций 0k . 
В случае двумерной задачи (n = 2) будет получена система двух линейно 

независимых направлений, т. е. два начальных направления поиска: 









0

1
1d , 











1

0
2d . При первом поиске используется последнее направление 20 dd  . 

Принимается номер направления поиска 0i  (всего таких номеров для дву-

Рисунок 5.1 – Построение 
сопряженного направления для 
квадратичной функции 
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мерной задачи три – 0 и 1 и 2 (т. е. конечное i равно  n-му направлению 
(   ,0 ni  ). Первые два номера соответствуют номерам осей координат, послед-
ний номер – это число, обозначающее сопряженное направление). Задается 

промежуточная точка при поиске по новому направлению 00 xy   и 0k . 
Шаг 2. Найти путем одномерного поиска новую промежуточную точку 

ii
ii dtyy 1 , где шаг (просто число) it  находится в результате поиска ми-

нимума функции  ii
i dtyf   по it  одним из методов одномерной минимиза-

ции в выбранном направлении поиска. 

Функция  ii
i dtyf   на данном шаге формируется следующим образом:  


























1

0
0
1

0
0

0
01

ii t
x

x
dtyy . 

Шаг 3. Проверить выполнение условий для текущего номера направления 
поиска i: 

а) если i < n – 1, то все номера координат еще не обследованы, нужно про-
верить следующее направление поиска, поэтому необходимо принять  i = i + 1               
и перейти к шагу 2; 

б) если i = n – 1, тут проверяется успешность поиска по п первым направ-

лениям. Если текущая промежуточная точка 0yyn  , то поиск завершить: 
nyx * , иначе принять  i = i + 1 и перейти к шагу 2; 

в) если i = п, нужно проверить успешность поиска по п последним направ-
лениям. Если текущая промежуточная точка совпадает с первоначальной 

11 yy n  , поиск завершить: 1*  nyx , иначе перейти к шагу 4 для построения 
сопряженного направления. 

Шаг 4. Принять следующую основную точку 11   nk yx  и проверить 
условие окончания: 

а) если евклидова норма отрезка, соответствующего сопряженному 

направлению,  kk xx 1 , то поиск завершить: 1*  kxx ; 

б) иначе принять новое направление  11
0 yydd n

n    и исключить ста-

рое направление 1...,,1,1   nidd ii . 

Если при этом   ndd n ...,,rang 1 , то новая система направлений линейно 
независима. В этом случае следует принять новое направление равным текуще-

му: 10,0,1;...,,1,0,  k
ii xyikknidd  и перейти к шагу 2. 

Если   ndd n ...,,rang 1 , то новая система направлений линейно зависима. 
Тогда следует продолжать поиск в старых направлениях. Для этого сохранить 

старые направления ;;...,,1,0, 10  k
ii xynidd  ,1 kk  0i  и перей- 

ти к шагу 2. 



 

  

  

 25

Алгоритм метода деформируемого многогранника (метода Нелдера-
Мида). 

Шаг 1. Задать координаты вершин начального многогранника 11 ...,, nxx ; 
параметры отражения α = 1, сжатия β = 0,5, растяжения γ = 2; число ε > 0 для 
остановки алгоритма. Принять k = 0 (последующие шаги 2–6 соответствуют те-
кущему номеру k  многогранника). 

Шаг 2. Рассчитать значения целевой функции в полученных вершинах 
1nx . Среди полученных значений целевых функций найти минимальное и 

максимальное значения. Среди вершин найти «наилучшую» lx  и «наихудшую» 
hx , соответствующие минимальному и максимальному значениям функции: 

       ,max,min
1,...,11,...,1

j

nj

hj

nj

l xfxfxfxf


  а также точку sx , в которой до-

стигается второе по величине после максимального значение функции  sxf . 
Шаг 3. Найти координаты центра тяжести всех вершин многогранника за 

исключением «наихудшей» hx :  









 













1

1

1

1

2 11 n

hj
j

jn

j

hjn x
n

xx
n

x . 

Для функции двух переменных точка 2nx  – середина отрезка, соединяю-
щего точки, за исключением «худшей» и противостоящего «худшей» точке: 

 













1

0

1

0
2

2

11
s

s

l

l
sln

x

x

x

x
xx

n
x . 

Шаг 4. Вычислить величину σ – разность значений функции в вершинах 
текущего многогранника и значения функции в центре тяжести многогранника 

по формуле     
5,0

1

1

22

1

1
















 





n

j

nj xfxf
n

.   Проверить условие окончания:  

а) если  , процесс поиска завершить и в качестве приближенного ре-

шения взять «наилучшую» точку текущего многогранника: lxx * ; 
б) если  , перейти к шагу 5. 
Шаг 5. Выполнить операцию отражения «наихудшей» вершины через 

центр тяжести 2nx  (рисунок 5.2, а):    hnnn xxxx   223 . 
Шаг 6. Проверить выполнение условий: 
а) если отражение оказалось удачным, т. е. если значение функции в отра-

женной точке меньше или равно значению функции в «наилучшей» точке 

   ln xfxf 3 , выполнить операцию растяжения (рисунок 5.2, б): 

 2324   nnnn xxxx .  
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 а)        б) 
 

  
 

 в)        г) 
 

  
 
 а – отражение; б – растяжение; в – сжатие; г – редукция 
 

Рисунок 5.2 – Основные операции над вершинами многогранника 
 
Найти вершины нового многогранника: 
– если значение функции в растянутой вершине меньше значения функции 

в «наилучшей» вершине    ln xfxf 4 , то наихудшая вершина hx  заменяется 

на 4nx  (при n = 2 многогранник будет  содержать вершины 631 ,, xxx ). Затем 
принять 1 kk  и перейти к шагу 2; 

– если значение функции в растянутой вершине больше или равно значе-

нию функции в «наилучшей» вершине    ln xfxf 4 , то «наихудшая» вер-

шина hx  заменяется на 3nx  (при n = 2 многогранник будет содержать верши-

ны 531 ,, xxx ).  Далее принять 1 kk  и перейти к шагу 2; 
б) если значение функции в отраженной вершине лежит между значениями 

функции в средней и «наихудшей» вершинах      hns xfxfxf  3 , то вы-

полнить операцию сжатия (рисунок 5.2, в):  225   nhnn xxxx . Следу-

ет заменить вершину hx  на 5nx , принять 1 kk  и перейти к шагу 2 (при                

п = 2 многогранник будет содержать вершины 731 ,, xxx ); 

в) если       snl xfxfxf  3 , то вершину hx  заменить на 3nx . При 
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этом следует принять 1 kk  и перейти к шагу 2; 

г) если    hn xfxf 3 , выполнить операцию редукции (рисунок 5.2, г).  
Формируется новый многогранник с уменьшенными вдвое сторонами и 

вершиной lx :   1,1,5,0  njxxxx ljlj . При этом следует принять 
1 kk  и перейти к шагу 2. 

 
Задание 
В соответствии с вариантом задания по таблице 1.2 (из лабораторной рабо-

ты № 1) необходимо найти экстремум целевой функции. 
Нечетные варианты выполняются с использованием метода сопряженных 

направлений (метода Пауэлла), четные – с использованием метода деформи- 
руемого многогранника (метода Нелдера-Мида). 

Реализовать перегрузку конструкторов следующим образом: создать кон-
структор, которому будет передаваться в качестве параметра только точность ε;  
создать конструктор, которому будут передаваться в качестве параметров точ-
ность ε и координаты начальной точки.  

Определить, сколько итераций потребуется для достижения точности 
ε = 10–3, 10–5, 10–7  при одних и тех же начальных приближениях.  

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Для решения каких задач целесообразно использовать методы Пауэлла и 

Нелдера-Мида? Каковы достоинства и недостатки этих методов? 
2  Какие направления называются сопряженными? 
3  За какое количество шагов обеспечивается сходимость метода Пауэлла 

для квадратичных функций? 
 
 
6 Методы первого порядка безусловной многомерной 

минимизации 
 
Цель: изучение методов наискорейшего градиентного спуска  

и Гаусса-Зейделя. 
 
6.1 Теоретические положения  
 
В методах первого и второго порядков по итогам алгоритмов находят ста-

ционарную точку, в которой выполнен, по крайней мере, один из критериев 
окончания расчета. Далее проводят анализ полученной точки с целью устано-
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вить, является ли эта точка найденным приближением решения задачи, для чего 
проверяют выполнение достаточных условий минимума. 

Постановка задачи поиска минимума: пусть дана функция многих пере-
менных f(x), ограниченная снизу на множестве Rn и имеющая непрерывные 
частные производные во всех его точках. Требуется найти локальный минимум 
функции f(x) на множестве допустимых решений Х = Rn, т. е. такую точку  

х*Rn, что )( min  )( * xfxf
nRx

 .  

Алгоритм метода наискорейшего градиентного спуска. 

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , ε1 > 0, ε2 > 0, предельное число итера-
ций М. Определить градиент функции в общем виде  xf . 

Шаг 2. Принять начальный номер итерации k = 0.  

Шаг 3. Вычислить градиент функции в k-й точке  kxf . 

Шаг 4. Проверить выполнение критерия окончания    1 kxf : 

а) если критерий выполнен, то расчет окончен и стационарная точка 

найдена:  kxх * ; 
б) если критерий не выполнен, то перейти к шагу 5. 
Пример вычисления евклидовой нормы градиента функции: если, к приме-

ру, была получена    Tkxf 4;3 , то   543 22  kxf . 

Шаг 5. Проверить выполнение неравенства Mk  : 

а) если неравенство выполнено, то kxх * ; 
б) если нет, то перейти к шагу 6. 

Шаг 6. Вычислить величину шага *
kt  с помощью какого-либо метода од-

номерной минимизации из условия       
kt

k
k

k
k xftxft min . 

Пример формирования функции  kt  для функции с двумя неизвестными: 

допустим,   2
221

2
12 xxxxxf  ,    Тxxxxxf 2121 2;4  , задана началь-

ная точка  T ,  x 1;500   и  вычислен    Txf 5,2;30  .  
Следующая точка находится по формуле 

     TTT tttxftxx 000
0

0
01 5,21;35,05,2;31)  (0,5;  . Отсюда про-

екции точки 1x   0
1
1 35,0 tx  ,  0

1
2 5,21 tx  .  Подставив полученные проекции 

в целевую функцию  xf , можно получить функцию  x : 

        2000
2

00 5,215,2135,035,02 ttttt  . Далее находят минимум 

функции  
0

0 min
t

t  в точке 0t . Здесь можно применить: 

– любой метод одномерной минимизации;  
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– любой метод нахождения решения уравнения, получаемого из необходи-
мого условия экстремума – равенства градиента функции нулю   000  dttd ,   

с последующей проверкой достаточного условия минимума   02
00

2  dttd . 

Шаг 7. Вычислить новую точку   k
k

kk xftxx  *1 . 
Шаг 8. Проверить двукратное одновременное выполнение условий окон-

чания 2
1  kk xx  и      2

1  kk xfxf : 

а) если оба условия выполнены при текущем значении  k  и  1 kk , то 

расчет окончен, 1*  kxx ; 
б) если хотя бы одно из условий не выполнено, то принять  k = k +1 и пе-

рейти к шагу 3. 
Алгоритм метода Гаусса-Зейделя. 
Шаг 1. Задать начальную точку х00, значения точностей для останова алго-

ритма 01  , 02  ; предельное число М  циклов вычислений, кратное п , где 
п – размерность вектора х.  Найти в общем виде градиент  xf .  

Шаг 2. Задать номер цикла вычислений j = 0.  
Шаг 3. Проверить условие j ≥ M: 

а) если j ≥ M, то расчет окончен и jkxх * ; 
б) если j < М, то перейти к шагу 4. 
Шаг 4. Задать номер итерации внутри цикла  k = 0  ( nk ,0 ). 
Шаг 5. Проверить условие 1 nk : 
а) если 1 nk , то перейти к шагу 6; 
б) если k = п, то принять j = j +1 и перейти к шагу 3. 
При фиксированном номере цикла вычислений j за одну итерацию с номе-

ром k изменяется только одна проекция точки jkx , имеющая номер  k +1,  
а в течение всего цикла с номером j, т. е. начиная с k = 0 и кончая k = п –1, из-

меняются все п проекций точки 0jx . После этого точке jnx  присваивается но-

мер 0,1jx  и она берется за начальную точку для вычислений в (j +1)-м цикле. 

Шаг 6. Вычислить градиент функции в j-м цикле на k-й итерации  jkxf . 
Шаг 7. Проверить выполнение условия достижения требуемой точности 

вычисления евклидовой нормы градиента функции   1 jkxf : 

а) если условие выполнено, то расчет окончен и jkxх * ; 
б) если нет, то перейти к шагу 8. 

Шаг 8. Вычислить величину шага *
kt  на основе решения задачи одномер-

ной минимизации целевой функции в точке 
 

1
1















 k
jkxxk

k
jk e

x

xf
tx :    
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   
 bakt

k
jkxxk

k
jk

k e
x

xf
txft

,
1

1
min



























 , 

 

где 1ke  – единичный вектор, (k+1)-я проекция которого равна 1. 
Пример формирования функции  kt  для функции с двумя неизвестными: 

допустим,   2
221

2
12 xxxxxf  ,    Тxxxxxf 2121 2;4  , задана 

 Tx 1;5,000  ,  номер итерации внутри цикла  k = 0,  номер цикла вычислений              

j = 0,     Txf 5,2;300  .  
Вычисляют значение первой частной производной целевой функции по 

первой переменной (т. е. первого элемента градиента) в точке х00:   
 

 
3124 0021

001















xx
xx

xx
x

xf
. 

 

Записывают единичный вектор 









0

1
1e . 

Следующая точка находится по формуле  
 

     TTT

xx

tte
x

xf
txx 1;35,00;131)  (0,5; 001

001
0

0001 













. 

 

Проекции точки 01x    0
01
1 35,0 tx  ,  101

2 x . Подставив полученные про-

екции в целевую функцию  xf , можно получить функцию  x : 

      2
0

2
00 1135,035,02  ttt . Далее находят минимум функции 

 
0

0 min
t

t   в точке 0t . Здесь можно применить: 

– любой метод одномерной минимизации; 
– любой метод нахождения решения уравнения, получаемого из необходи-

мого условия экстремума – равенства градиента функции нулю   000  dttd ,  

с последующей проверкой достаточного условия минимума   02
00

2  dttd . 
Шаг 9. Вычислить новую точку спуска в j-м цикле на k-й итерации  

 
1

1

*1




 










 k
jkxxk

k
jkjk e

x

xf
txx .  

Шаг 10. Проверить двукратное одновременное выполнение условий окон-

чания  2
1  jkjk xx   и       2

1  jkjk xfxf : 

а) если оба условия выполнены в двух последовательных циклах с номера-

ми j и j –1, то расчет окончен, найдена точка 1*  jkxх ; 
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б) если не выполняется хотя бы одно условие,  принять 1 kk   
и перейти к шагу 5. 

Полученные в результате вычислений точки могут быть записаны в виде 

последовательности }{ lx , где порядковый номер точки l = n · j + k, т. е. 

...}, , , ,, ,{}{ 122111100011000  xx xx x xx xx xxx nnnnl   . 
 
Задание 
В соответствии с вариантом задания из таблицы 1.2 (из лабораторной ра-

боты № 1) необходимо найти экстремум целевой функции. Нечетные варианты 
выполняются с использованием метода наискорейшего градиентного спуска, 
четные – с использованием метода Гаусса-Зейделя. 

Разработанное графическое приложение должно содержать таблицу, в ко-
торой будут храниться номера итераций, значения х и у и целевой функ- 
ции f(x, y) на каждой итерации метода. 

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Для решения каких задач целесообразно использовать методы наиско-

рейшего градиентного спуска и Гаусса-Зейделя? Каковы достоинства и недо-
статки этих методов? 

2 Что является направлением поиска в обоих изученных методах? 
3 Каковы условия прекращения поиска в обоих изученных методах? 
 
 
7 Методы второго порядка безусловной многомерной 

минимизации 
 
7.1 Теоретические положения  
 
Постановка задачи поиска минимума соответствует данной в теме 4. 
Алгоритм метода Ньютона. 
Шаг 1. Задать начальную точку 0x , ε1 > 0, ε2 > 0, предельное число итера-

ций М. Определить в общем виде градиент  xf  и матрицу Гессе Н(х). 
Шаг 2. Принять начальный номер итерации k = 0. 

Шаг 3. Вычислить градиент функции в k-й точке  kxf . 

Шаг 4. Проверить выполнение критерия окончания    1 kxf : 

а) если неравенство выполнено, то расчет окончен и стационарная точка 

найдена: kxх * ; 
б) в противном случае перейти к шагу 5. 
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Шаг 5. Проверить выполнение условия окончания расчета Mk  : 

а) если неравенство выполнено, то расчет окончен, kxх * ; 
б) если нет, перейти к шагу 6. 

Шаг 6. Вычислить в k-й точке матрицу Гессе  kxH . 

Шаг 7. Вычислить матрицу, обратную матрице Гессе  kxH 1 . 
Шаг 8. Проверить выполнение условия положительной определенности 

обратной матрицы   01  kxH : 

а) если   01  kxH , то перейти к шагу 9; 
б) если нет, то перейти к шагу 10, приняв направление спуска к точке ми-

нимума равным антиградиенту:  kk xfd  . Шаг спуска выбирается из усло-

вия    kk xfxf 1 . 

Шаг 9. Определить направление спуска    kkk xfxHd  1 . Шаг спуска 
принимается равным 1kt . 

Шаг 10. Найти новую точку k
k

kk dtxx 1 .  
Шаг 11. Проверить двукратное одновременное выполнение условий окон-

чания 2
1  kk xx   и      2

1  kk xfxf : 

а) если оба условия выполнены при текущем значении  k  и  k = k – 1, то 

расчет окончен, 1*  kxx ; 
б) если хотя бы одно из условий не выполнено, то принять  k = k +1 и пе-

рейти к шагу 3. 
Метод Марквардта. 
Метод  Марквардта представляет собой комбинацию методов наискорейше-

го спуска и Ньютона, в которой сочетаются положительные свойства обоих ме-
тодов: вдали от экстремальной точки наиболее эффективное направление движе-
ния определяется градиентом, а в окрестности точки X – методом Ньютона. 

Алгоритм метода Марквардта. 

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , ε1 > 0, предельное число итераций М.  
Определить в общем виде градиент  xf и матрицу Гессе Н(х).  

Шаг 2. Принять номер итерации k = 0. Задать 0k   – положительное 
число, позволяющее регулировать стратегию поиска, изменяя ее от градиент-
ной на начальных шагах до ньютоновской – вблизи экстремальной точки. Для 

этого на начальной стадии поиска принимают большое значение параметра 0  
(как минимум на порядок больше, чем самый большой элемент матрицы Гессе 

в начальной точке  0xH , а в ряде стандартных программ полагает- 

ся 430 10...10 ). При больших значениях 0  направление поиска антигради-

ентное, а при уменьшении k  начинает возрастать влияние матрицы Гессе и при  
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0k  направление спуска определяется практически по методу Ньютона. 

Шаг 3. Вычислить градиент функции в k-й точке  kxf . 

Шаг 4. Проверить выполнение критерия окончания   1 kxf : 

а) если неравенство выполнено, то расчет окончен и стационарная точка 

найдена: kxх * ; 
б) в противном случае перейти к шагу 5. 
Шаг 5. Проверить выполнение условия окончания расчета Mk  : 

а) если неравенство выполнено, то расчет окончен, kxх * ; 
б) если нет, перейти к шагу 6. 

Шаг 6. Вычислить в k-й точке матрицу Гессе  kxH . 

Шаг 7. Вычислить матрицу   ExH kk  . 

Шаг 8. Вычислить матрицу    1
 ExH kk . 

Шаг 9. Определить направление спуска:     kkkk xfExHd 
1

.  

Шаг 10. Найти новую точку kkk dxx 1 .  
Шаг 11. Проверить выполнение условия получения очередной точки ми-

нимизирующей последовательности    kk xfxf 1 : 
а)  если неравенство выполняется, то перейти к шагу 12; 
б)  если нет, то перейти к шагу 13. 
Шаг 12. Принять k = k +1, и поскольку на этом шаге рассматривается слу-

чай, если значение целевой функции уменьшилось, то значение параметра μ 

уменьшается:  21 kk   . Далее переходят к шагу 3.  
Шаг 13. Поскольку на этом шаге рассматривается случай, если значение 

целевой функции увеличилось, то значение параметра μ надо увеличить:  
kk   21  и перейти к шагу 7. 

 
Задание 
В соответствии с вариантом задания из таблицы 1.2 (из лабораторной ра-

боты № 1) необходимо найти экстремум целевой функции. Нечетные варианты 
выполняются с использованием метода Ньютона, четные – с использованием 
метода Марквардта.  

В разработанном графическом приложении должен быть график, содер-
жащий не менее трех линий равных уровней исследуемой целевой функции 
 yxf , , траекторию спуска к точке минимума и подписи координатных осей.  

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
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Контрольные вопросы 
  
1 Для решения каких задач целесообразно использовать методы Ньютона и  

Марквардта? Каковы достоинства и недостатки этих методов? 
2 Что является направлением поиска в обоих изученных методах? 
3 За какое количество итераций сходится метод Ньютона при применении 

к строго выпуклой квадратичной функции? 
4 Какому требованию должна удовлетворять матрица Гессе в методе Нью-

тона и как добиться выполнения этого требования?  
5 Что общего у итерационной формулы метода Ньютона и формулы Нью-

тона отыскания корня уравнения? 
6 Какая точка получается по итогам расчетов обоими изученными метода-

ми – экстремума, стационарная, останова расчета, перегиба или седловая? 
 
 
8 Численные методы поиска условного экстремума (методы 

штрафов) 
 
Цель: изучение метода штрафных функций (метода внешних штрафов)  

и метода барьерных функций (метода внутренних штрафов). 
 
8.1 Теоретические положения  
 
При составлении математических моделей задач условной оптимизации 

иногда может быть полезным учет следующих соображений. 
Сложность решения нелинейных оптимизационных задач экспоненциаль-

но возрастает с увеличением количества переменных или ограничений. Как 
правило, при наличии линейных ограничений встречается меньше трудностей, 
чем при нелинейных, а при наличии ограничений-неравенств меньше, чем при 
ограничениях-равенствах. Поэтому на стадии подготовки к решению иногда 
целесообразно попытаться модифицировать модель с целью уменьшения коли-
чества ограничений, особенно нелинейных, и количества переменных. Модель 
можно улучшить с помощью преобразований функций и переменных, исклю-
чением лишних ограничений, а также используя метод последователь- 
ной подстановки.  

Для повышения эффективности решения задачи обычно проводятся пре-
образования, которые позволяют заменить нелинейные ограничения линейны-
ми, а равенства – неравенствами.  

Замена неравенства вида   на неравенство вида  , соответствующее по-
становке оптимизационной задачи при решении методами штрафов, осуществ-
ляется путем умножения на (–1) обеих частей преобразуемого неравенства. 

Пример 1 – Исходное ограничение 752
2

2
1  xx , преобразованное огра-

ничение 752
2

2
1  xx . 
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Ограничение-равенство вида   0xg  можно заменить двумя ограничения-
ми-неравенствами противоположных знаков   0xg  и   0xg . В том случае, 
когда из структуры  xg  и целевой функции видно, что в точке оптимума будет 
иметь существенное значение одно из неравенств, при построении модели 
можно оставить только одно неравенство. Благодаря этому искусственно рас-
ширяется область возможных решений; проще выбрать допустимую начальную 
точку и найти решение. В случае, когда нельзя пренебречь ни одним из нера-
венств, не возникает реальных возможностей по упрощению вычислений. Лю-
бая точка, являющаяся внутренней для одного неравенства, оказывается недо-
пустимой для другого. Более того, в любой допустимой точке оба неравенства 
должны выполняться как равенства, поэтому в результате преобразования фак-
тически возрастает количество ограничений в виде равенства. Во избежание 
подобных затруднений иногда ослабляют неравенства, вводя подходящую по-
грешность 0 :    xg  и   xg . Величина погрешности позволяет рас-
ширить область допустимых решений, т. е. выйти за пределы поверхности 
  0xg . Однако полученное решение будет включать ошибку, пропорцио-

нальную величине погрешности. 
Замена вида экстремума задачи с max на min, соответствующего постанов-

ке оптимизационной задачи при решении методами штрафов, осуществляется 
путем замены знака перед функцией на противоположный. 

Пример 2 – Если целевая функция имеет вид max1)( 2  xxf , то пре-

образованная функция min1)( 2  xxf . 
Метод штрафных функций (внешних штрафов).  
Данный метод применяется для решения задачи оптимизации в общей по-

становке, т. е. при наличии как ограничений-неравенств, так и  
ограничений-равенств.  

Даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая функция 
)...,,(  )( 1 nxxfxf   и функции ограничений   ;...1;0 mjxg j   

  pmjxg j ...,,1;0  , определяющие множество допустимых решений Х. 

Требуется найти локальный минимум целевой функции на множестве до-

пустимых решений Х, т. е. такую точку Xx * , что )( min  )( * xfxf
Xx

 , где 

 
  
















pmjxg

nmmjxg
xX

j

j

...,,1;0

;...1;0
. 

Алгоритм метода штрафных функций (метода внешних штрафов).  

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , начальное значение параметра штрафа 

00 r  (обычно 10;1;1,0;01,00 r ); число С > 1 для увеличения параметра 
штрафа (обычно  10,4C ); малое число 0 . Принять k = 0. 

Шаг 2. Составить вспомогательную функцию:  
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         












  
 


m

j

p

mj
jj

k
k xgxg

r
xfrxF

1 1

22

2
, . 

Для ограничений-равенств используется квадратичный штраф   2xg j ,  

а для ограничений-неравенств – квадрат срезки   2xg j
 : 

       













  

 


m

j

p

mj
jj

k
k xgxg

r
rxP

1 1

22

2
, . 

Срезка функции определяется по формуле  
 

        
 










.0,0

;0,
,0max

xg

xgxg
xgxg

j

jj
jj  

 

Шаг 3. Найти точку  krx*  безусловного минимума функции  krxF ,  по x 
с помощью какого-либо метода безусловной оптимизации (нулевого, первого 

или второго порядка):      k

nRx

kk rxFrrxF ,min,*


 . При этом задать все требу-

емые выбранным методом параметры. В качестве начальной точки взять kx . 

Вычислить   kk rrxP ,* . 
Шаг 4. Проверить условие окончания: 

а) если    kk rrxP ,* , процесс поиска закончить:  krxx **  ,  

    krxfxf **  ; 

б)    если    kk rrxP ,* , принять kk rCr 1 ,   1,*1  kkrxx kk  и 
перейти к шагу 2.  

Пример 3 – Дана задача условной оптимизации: 
 

 
 
  .05

;03

min;32

212

3
2

3
11

2
221

2
1






xxxg

xxg

xxxxxf

 

 
Вспомогательная  функция имеет вид: 
 

      






 

23
2

3
1

2
21

2
221

2
1 3,0max5

2
32, xxx

r
xxxxrxF

k
k . 
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Метод барьерных функций (внутренних штрафов). 
Требуется найти локальный минимум целевой функции на множестве до-

пустимых решений Х, т. е. такую точку Xx * , что )( min  )( * xfxf
Xx

 , где 

  pmjxgxX j ...,,1;0  . 

Алгоритм метода барьерных функций.   

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , начальное значение параметра штрафа 

0kr  (обычно 100;10;10 r ); число С > 1 для уменьшения параметра штрафа 
(обычно 16;12;10C ); малое число 0 . Принять k = 0. 

Шаг 2. Составить вспомогательную функцию:  
–  либо с использованием обратной штрафной функции 

     



m

j j

kk

xg
rxfrxF

1

1
, ; 

– либо с использованием логарифмической штрафной функции 

      



m

j
j

kk xgrxfrxF
1
ln, . 

Шаг 3. Найти точку  krx*  безусловного минимума функции  krxF ,  по x 
с помощью какого-либо метода безусловной оптимизации (нулевого, первого 
или второго порядка). 

При этом задать все требуемые выбранным методом параметры. В каче-

стве начальной точки взять kx . Вычислить функцию штрафа 

     



m

j
k

j

kkk

rxg
rrrxP

1
*

* 1
,  или        




m

j

k
j

kkk rxgrrrxP
1

** ln, . 

Шаг 4. Проверить условие окончания: 

а) если    kk rrxP ,* , процесс поиска закончить:  krxx **  ,  

    krxfxf **  ; 

б) если    kk rrxP ,* , принять 
C

r
r

k
k 1 ,  ,*1 kk rxx  1 kk  и 

перейти к шагу 2.  

Пример 4 – Дана задача условной оптимизации: 
 

 
 
  .05

;03

min;32

212

3
2

3
11

2
221

2
1






xxxg

xxg

xxxxxf

 

 
Вспомогательная  функция может быть записана следующим образом: 
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  
















5

1

3

1
32,

21
3
2

3
1

2
221

2
1 xxx

rxxxxrxF kk  или 

      5ln3ln32, 21
3
2

3
1

2
221

2
1  xxxrxxxxrxF kk . 

 
Задание 
В соответствии с вариантом задания в задаче 3 (из лабораторной рабо-

ты № 2) необходимо найти решение задачи условной оптимизации.  
Нечетные варианты выполняются с использованием метода штрафных 

функций, четные – с использованием метода барьерных функций. 
При реализации программы использовать шаблон Builder [11] для отделе-

ния класса «Вспомогательная функция» от классов «Целевая функция» и 
«Штрафная функция».  

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
 
Контрольные вопросы 
 
1 Для решения каких задач целесообразно использовать методы штрафов и 

барьерных функций? Каковы достоинства и недостатки этих методов? 
2 Как формируются вспомогательные функции в методах штрафов и барь-

ерных функций? 
3 Почему изучаемые методы называют методами внешних и внутренних 

штрафов? 
 
 

9 Численные методы поиска условного экстремума (метод 
точных штрафных функций) 
 

Цель: изучение метода точных штрафных функций. 
 
9.1 Теоретические положения  
 
Данный метод применяется для решения задачи оптимизации в общей по-

становке, т. е. при наличии как ограничений-неравенств, так и ограни- 
чений-равенств.  

Идея заключается в таком построении вспомогательных функций, что для 
выбранных соответствующим образом параметров штрафа однократная без-
условная оптимизация дает решение исходной задачи.  

При построении вспомогательных функций могут использоваться: 
1) недифференцируемые точные штрафные функции, безусловный мини-

мум которых по х ищется при фиксированном значении параметра штрафа  
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               
nRx

pmm
kk xgxgxgxgrxfrxF


  min...,,,...,,,0max, 11 ;   (9.1) 

 
2) дифференцируемые точные штрафные функции (для задач с ограниче-

ниями типа равенств) 
      

           
  mnRx

n

i i

km

j
j

k
kk

x

xL
xg

r
xLrxF














 

,1

2

1

2 min
,

22
,,,, ,      (9.2) 

 

где kkr ,  – параметры штрафа, 0, kkr ;  

           



m

j
jj xgxfxL

1
,   – классическая функция Лагранжа; 

 

                               
nRx

m

j
j

k
k xg

r
xxLrxF


  min

2
,,

1

2 ,                        (9.3) 

где           xfxgxgxgx TT 
1

;  

       0kr – параметр штрафа.  
Для минимизации недифференцируемых вспомогательных функций мож-

но применять методы нулевого порядка, а для дифференцируемых – также ме-
тоды, использующие производные.  

Увеличивать параметр штрафа kr  до бесконечности не требуется: суще-

ствует конечное пороговое значение r , такое, что *x  будет точкой безусловно-

го минимума  krxF ,  при любом rr k  .  Параметр k  задается достаточно 
малым положительным числом. 

Пороговые значения параметров штрафа r  зависят от величин, связанных 

с *x  и, следовательно, заранее неизвестных. Поэтому для выбора удачных зна-
чений параметров приходится применять их корректировку конечное число раз. 

Если значение kr  занижено, вспомогательная функция может оказаться не-

ограниченной снизу либо «область притяжения» точки *x  будет очень малой. 

Если же взять kr  слишком большим, вспомогательная задача может иметь пло-
хое решение из-за овражности. 

Алгоритм метода точных штрафных функций. 

Шаг 1. Задать начальную точку 0x ,  начальные значения параметров 

штрафа 00 r , 00  , число С > 1 для изменения параметров штрафов; мак-
симальное число решаемых задач безусловной минимизации N, малое число 
ε > 0 для остановки алгоритма. Принять номер итерации k = 0. 
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Шаг 2. Составить вспомогательную функцию вида (9.1), или (9.2),  
или (9.3) в зависимости от типа решаемой задачи. 

Шаг 3. Найти точку  krx*  безусловного минимума вспомогательной 
функции по х для (9.1), (9.3) и по х,   для (9.2). В качестве начальной точки 

взять kx . Предусмотреть прекращение процесса минимизации, если вспомога-
тельная функция не ограничена снизу. 

Шаг 4. Вычислить абсолютное значение соответствующей штрафной функции 
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и проверить выполнение условия окончания: 

а) если вычисленное значение меньше или равно ε, процесс поиска закон-

чить, при этом  krxx **   или  kkrxx  ,** ; 
б) если оно больше ε и k = N – 1, процесс закончить и выдать сообщение о 

неудаче; 

в) если оно больше ε и k < N – 1, принять ,, 11 kkkk CrCr    

 kkkkkk rxxCrCr *111 ,,    или   1,,*1  kkrxx kkk  и перей- 
ти к шагу 2. 

 
Задание 
В соответствии с вариантом задания в задаче 3 (из лабораторной рабо-

ты № 2) необходимо найти решение задачи условной оптимизации. Использо-
вать штрафные функции двух видов. Для организации возможности выбора 
штрафных функций использовать паттерн Strategy [11]. 

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; сравнение результатов решения задачи с полученными в   
MathCAD или MS Office Excel; диаграмма классов. 
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Контрольные вопросы 
 
1  Для решения каких задач целесообразно использовать метод точных 

штрафных функций?  
2  Как формируются вспомогательные функции в методе точных штраф-

ных функций? 
 
 
10  Численные методы поиска условного экстремума (метод 

проекции градиента) 
 
Цель: изучение метода проекции градиента. 
 
10.1 Теоретические положения  
 
Метод проекции градиента (метод Розена) применяется в задачах поиска 

условного экстремума с ограничениями типа равенств и неравенств.  
Применение метода в задачах с ограничениями типа равенств.  

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , ε ≥ 0, предельное число итераций М.   
Шаг 2. Принять номер итерации k = 0. 
Шаг 3. Проверить выполнение неравенства Mk  : 
а) если неравенство выполнено, то расчет окончен. Вычислить λk, прове-

рить необходимые и достаточные условия минимума и оценить результат; 
б) если нет, перейти к шагу 4. 
Шаг 4. Вычислить матрицу  

   

   
kxxn
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


































...

.........

...

1

1

1

1
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Шаг 5. Вычислить       Tk
m

kk
k xgxgxg ,...,1 . 

Шаг 6. Вычислить   k
T
kk

T
k

k AAAx 
1

2 . 

Шаг 7. Вычислить евклидову норму компенсационной составляющей при-

ращения kx2 . 

Шаг 8. Вычислить  kxf . 

Шаг 9. Вычислить    k
k

T
kk

T
k

k xfAAAAEx 









1
. 

Шаг 10. Проверить выполнение условий  kx  и  kx2 : 
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а) если  kx  и  kx2 , то расчет окончен. Перейти к вычислению 

вектора множителей Лагранжа k  по формуле    k
k

T
kk

k xfAAA 
1

 и про-
верке достаточных условий минимума; 

б) если  kx  и  kx2 , то принять kx2 = 0 и перейти к шагу 11; 

в) если  kx  и  kx2 , то принять kx = 0 и перейти к шагу 13; 

г) если  kx  и  kx2 , то перейти к шагу 11. 

Шаг 11. Получить точку k
k

k xtx  * . 

Шаг 12. Определить оптимальную величину шага *
kt  из условия 

 
kt

k
k

k xtxf min . 

Шаг 13. Вычислить kk
k

kk xxtxx 2
*1  . Принять k = k + 1  

и перейти к шагу 3. 
Замечание: если ограничения в задаче линейны, то при k ≥ 1 на шаге 3  

перейти к шагу 8. На шаге 10 принять 02  kx . 

Применение метода в задачах с ограничениями типа неравенств. 

Шаг 1. Задать начальную точку 0x , ε1 ≥ 0, ε2 ≥ 0, предельное число  
итераций М.   

Шаг 2. Принять номер итерации k = 0. 
Шаг 3. Проверить выполнение неравенства Mk  : 
а) если неравенство выполнено, то расчет окончен. Вычислить λk,   

оценить результат; 
б) если нет, перейти к шагу 4. 

Шаг 4. Вычислить   mjxg k
j ,1,  . 

Шаг 5. Проверить выполнение условия   mjxg k
j ,1,01  : 

а) если неравенство выполнено хотя бы для одного j, вычислить  kxf .   

Если   0 kxf , перейти к шагу 7.  Если   0 kxf  при k >0, перейти к шагу 9, 

а если   00  xf , то следует проверить точку 0x  на принадлежность области 

допустимых решений. Если Xx 0 , перейти к шагу 9. В противном случае за-

дать заново точку 0x  и перейти к шагу 4;  
б) если ни одно из условий не выполнено, перейти к шагу 6. 
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Шаг 6. Вычислить точку 
vx , в которой будет выполнено условие 

  ,01  v
j xg  по крайней мере для одного значения j :   

  kT
kk

T
k

kv AAAxx 
1

. Принять kx = vx  и перейти к шагу 7. 

Шаг 7. Вычислить    k
k

T
kk

T
k

k xfAAAAEx 









1
. 

Шаг 8. Проверить выполнение условия 2 kx : 

а) если неравенство выполняется, перейти к шагу 9; 
б) если нет – к шагу 10. 

Шаг 9. Вычислить вектор множителей Лагранжа k  по формуле 

   k
k

T
kk

k xfAAA 
1

. Если 0k , то расчет окончен, проверить достаточ-

ные условия минимума. Если нет, то исключить из состава активных ограниче-
ние (оно переводится в пассивные), которому соответствует наибольший по 
модулю отрицательный множитель, и перейти к шагу 7. При этом из матри-

цы kA  удаляется строка, соответствующая исключаемому ограничению. 

 Шаг 10. Получить точку k
k

k xtx  . 

Шаг 11. Определить оптимальную величину шага kt . Для этого следует: 

а) вычислить kt  из условия  
0

min



kt

k
k

k xtxf ; 

б) для всех пассивных в точке kx  ограничений, кроме переведенных в пас-

сивные на шаге 9, определить величину j
kt  из условий   0,0  k

k
k

k
j txtxg  

(если условие   0 k
k

k
j xtxg  выполняется только при 0kt , то j

kt  не вы-

числяется); 

в) найти величину  j
kj

k tt minmax  ; 

г) вычислить значение  max
*,min kkk ttt  . 

Шаг 12. Вычислить k
k

kk xtxx 1 . Принять k = k + 1, перейти к шагу 3. 
 
Задание 
В соответствии с вариантом задания в задаче 3 (из лабораторной рабо-

ты № 2) найти решение задачи условной оптимизации. При необходимости ви-
доизменить ограничения задачи соответствующим образом.  

 
Содержание отчета: тема и цель работы; результаты нахождения экстре-

мума функции; диаграмма классов. 
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Контрольные вопросы 
 
1 Для решения каких задач целесообразно использовать метод проекции 

градиента? Каковы достоинства и недостатки этого метода? 
2 Чем отличаются алгоритмы метода в случае ограничений-равенств и 

ограничений-неравенств? 
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