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Развита теория оптического скин-эффекта применительно к возбуждению металлической пленки наклонно падающей 
плоской волной ТЕ поляризации. Методом возмущений получены аналитические выражения для напряженности элек-
трического поля в пленке и для коэффициента отражения света от пленки, в которых разделены вклады нормального и 
аномального скин-эффектов. Количественно исследованы угловые спектры отражательной способности Ag, Au и Ti 
пленок. Показано, что точность приближения нормального скин-эффекта снижается по мере уменьшения толщины 
пленки. Использование данного приближения при решении обратной оптической задачи рефлектометрии Ag и Au пле-
нок толщиной в несколько нанометров привело к существенным погрешностям для восстанавливаемых параметров 
пленок. 
 
Ключевые слова: аномальный скин-эффект, металлическая пленка, отражательная способность, обратная оптиче-
ская задача. 
 
The theory of optical skin effect at the excitation of a metallic film by an obliquely incident TE polarized plane wave is devel-
oped. Analytical expressions for the electric field in the film and for the film reflectance that contain separated contributions of 
the normal and anomalous skin effects are obtained with the use of the perturbation method. Angular reflectance spectra for Ag, 
Au and Ti films are investigated numerically. It is shown, that the accuracy of the normal skin effect approximation is reduced 
with decreasing of the film thickness. The use of this approximation in solving of the inverse problem of optical reflectometry 
of Ag and Au films of few nanometers in thickness led to significant errors for the reconstructed parameters of the films. 
 
Keywords: anomalous skin effect, metallic film, reflectance of light, inverse optical problem. 

 
 

Введение 
При оптической диагностике металлических 

пленок широко используется подход, в котором 
металл описывается комплексной диэлектриче-
ской проницаемостью [1]. Его истоком является 
классическая модель Друде-Зинера (или модель 
нормального скин-эффекта), которая основана на 
допущении о пространственно-локальной связи 
между плотностью тока свободных электронов j  
и напряженностью электрического поля .E  Но, 
как известно, такое допущение может быть кор-
ректным при условии, что средняя длина сво-
бодного пробега электрона много меньше тол-
щины скин-слоя [2]. Последнее условие может 
нарушаться в видимом и ультрафиолетовом диа-
пазонах длин волн [2]. Кроме того, металличе-
ские пленки, используемые в микроэлектронике 
и оптике, часто имеют толщины, значительно 
меньшие, чем длина свободного пробега элек-
трона в металле. В этом случае допущение о 
локальной связи между j  и E  в пределах плен-
ки также выглядит проблематичным. Отмечен-
ные недостатки проявляются при решении об-
ратных оптических задач спектрофотометрии и 
эллипсометрии металлических пленок в виде 
зависимостей восстанавливаемой комплексной 

диэлектрической проницаемости от угла падения 
излучения на пленку и от толщины пленки [2], [3]. 

Более корректное описание взаимодействия 
света металлом, учитывающее нелокальность 
связи векторов j  и E  возможно в рамках теории 
аномального скин-эффекта [2]. До настоящего 
времени эта теория рассматривалась в случае 
нормального падения света на полуограничен-
ный металл. Вместе с тем, полученное в ней ана-
литическое решение интегро-дифференциально-
го уравнения для напряженности электрического 
поля теряет применимость в случае наклонного 
падения света. Это решение не может быть ис-
пользовано и при рассмотрении металлических 
пленок конечной толщины. 

В первом разделе настоящей работы пред-
ставлено развитие теории аномального скин-
эффекта применительно к задаче отражения на-
клонно падающего света ТЕ поляризации от ме-
таллической пленки конечной толщины. Как и в 
[2], движение электронов в металле описывается 
полуклассическим кинетическим уравнением 
Больцмана, записанным в приближении времени 
релаксации. Сформулировано интегральное урав-
нение относительно напряженности электрического 
поля в пленке. Последнее уравнение содержит 
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малый параметр 0 /v c  0(v  – скорость электрона 
на поверхности Ферми, c  – скорость света) и 
допускает решение методом возмущений. Клас-
сическая теория нормального скин-эффекта име-
ет место в нулевом порядке теории возмущений, 
а аномальный скин-эффект реализуется в ее пер-
вом порядке. Получено аналитическое выраже-
ние для комплексного коэффициента отражения 
света от пленки, учитывающее аномальный 
скин-эффект. На его основе во втором разделе 
статьи исследованы угловые зависимости отра-
жательной способности серебряных, золотых и 
титановых пленок различной толщины, находя-
щихся на подложке из стекла К8. Оценены по-
грешности восстановления параметров металли-
ческих пленок, возникающие при обработке на-
званных зависимостей с применением стандарт-
ной теории нормального скин-эффекта. 

 
1 Отражение волны ТЕ поляризации от 

металлической пленки 
Пусть металлическая пленка толщины d  

находится между двумя диэлектрическими сре-
дами с относительными диэлектрическими про-
ницаемостями aε  ( 0)y >  и sε  ( ).y d< −  Моно-
хроматическая плоская ТЕ волна с зависимостью 
от времени и координаты z  вида 

0exp( )i t ik zω β−  (далее этот множитель будет 
опускаться) падает на пленку из области 0y >  

под углом .γ  Здесь sin ,aβ ε γ=  0 /k cω=  – 
волновое число вакуума. Ось однородности – 0 .x  

Согласно уравнениям Максвелла, напря-
женность электрического поля вне пленки может 
быть рассчитана по формулам 

( )
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a y

E A ik k y

B ik k y y
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+ − ≥
          (1.1) 

( )
0exp[ ( )]s

x yE S ik k y d= +   ( ),y d≤ −     (1.2) 
где ,aA  ,aB  S  – некоторые постоянные,  

( ),( ) 2
, .a s

y a sk ε β= −  
В пленке имеет место уравнение 
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= + Δ
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Здесь ε  – комплексная диэлектрическая прони-
цаемость ионного остова металла, учитывающая 
внутренний фотоэффект [2], εΔ  – некоторая 
константа, выбор которой пояснен ниже, 0μ  – 
магнитная проницаемость вакуума, 

 1( ) ( , )x x x y zj y e v dv dv dv f y
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= − ∫ ∫ ∫ v      (1.4) 

– компонента плотности тока, e  – модуль заряда 
электрона, 1( , )f y v  – неравновесная функция 
плотности электронов в пространстве координат 
и скоростей. 

Функция 1( , )f y v  подчиняется кинетиче-
скому уравнению Больцмана, записанному в 
приближении времени релаксации [2] 
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где m  – масса электрона, τ  – среднее время сво-
бодного пробега электрона, 
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– равновесное распределение Ферми электронов 
по энергии ,cε  h  – постоянная Планка,  

( )2
2 1 13

0(2 ) 3 (8 )h m nμ π− −=  
 

– предельная энергия Ферми ( 0n  – концентрация 
свободных электронов), k  – постоянная Больц-
мана, T  – температура. 

Решая уравнение (1.5) в приближении диф-
фузного отражения электронов от границ пленки 
[2], [4] и предполагая электронный газ вырож-
денным, получаем 
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1 1
0 0[ (1 sin cos ) 1]( cos ) ,i v c vα ωτ β θ ϕ τ θ− −= − +  

 

θ  и ϕ  – углы сферической системы координат в 
пространстве скорости электрона, 

1 13
0 03 (8 )v h m n π− −=  

– модуль скорости электрона на поверхности 
Ферми. 

Решая теперь (1.3) как неоднородное диф-
ференциальное уравнение и учитывая (1.6), по-
лучаем интегральное уравнение 
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где 2 ,yk ε ε β= + Δ −  A  и B  – произвольные 
постоянные. После интегрирования по y′′  урав-
нение (1.8) преобразуется следующим образом: 
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Заметим, что при естественном условии 
0 / 1v c <<  
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Поэтому справедливы оценки 

2 2 2
0

0 0
2

2
0

2 cos 2 cos sin cos
1 (1 )

1 ,

yk k

v v i
i c i

v
O

c

α
α

τ θ ωτβ θ θ ϕ
ωτ ωτ

=
+

⎡ ⎤
= + ×⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪× + ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

(1.12) 

 

22 2 2
0 0

2 2 2 2
0

2 cos1 1 .
(1 )y

v v
O

ck k i
τ θ

α ωτ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= − + ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
(1.13) 

Подставив (1.12), (1.13) в (1.10), (1.11), 
опустив величины порядка 2

0( / )O v c⎡ ⎤⎣ ⎦  и выпол-
нив интегрирование по угловым переменным в 

(1.10), приводим уравнение (1.9) к виду 
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2 3 1
016 (3 )me v hσ πμ τ −=  

– статическая проводимость металла. 
Выберем произвольную константу εΔ  из 

условия .eε εΔ = Δ  В этом случае получим 
( ) 0,xE yΔ ≡  а член ( ) ( )n

xE y  в (1.14) будет описы-
вать оптическое поле в пленке с комплексной 
диэлектрической проницаемостью 

2( ) ,n e n ikε ε ε= + Δ = −  
где n  и k  – показатели преломления и поглоще-
ния металла, фигурирующей в теории нормаль-
ного скин-эффекта. Член ( ) ( ),a

xE y  отвечающий за 
аномальный скин-эффект, имеет порядок 

0( / ).O v c  Это позволяет решать уравнение (1.14) 
методом возмущений. В нулевом приближении 
соответствующее решение будет описывать нор-
мальный скин-эффект. Аномальный скин-эффект 
может быть учтен в первом борновском прибли-
жении. В нем оптическое поле в пленке опреде-
ляется выражениями (1.14), (1.15), в которых 

( ) 0,xE yΔ ≡  2
y nk ε β= −  и выражением (1.16), 

где 
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ченном решении, и коэффициент отражения све-
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,B DA=  
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
,

( ) ( ) [ ( ) ( )]

a
a y

a a a a
y y y y y y y y y y

A k
A

k k k k i k D k k k k i kψ ψ ψ ψ
=

′ ′+ + + + − + − + −  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ( ) ( )]
,

( ) ( ) [ ( ) ( )]

a a a a
y y y y y y y y y y
a a a a

y y y y y y y y y y

k k k k i k D k k k k i k
r

k k k k i k D k k k k i k
ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

′ ′− + − + + + − − −
=

′ ′+ + + + − + − + −
                       (1.17) 

 

где 
( ) ( )

0 ( ) ( )

( ) ( )
exp( 2 ) ,

( ) ( )

s s
y y y y y

y s s
y y y y y

k k i k k k
D ik k d

k k i k k k
ψ ψ
ψ ψ

′− − − − −
= −

′+ + +
 

 
2

20 0

0

3
( ) sin

2 (1 )
e

y
k v

k
i

πε τ
ψ ϕ

π ωτ
Δ

= ×
+ ∫         (1.18) 



 

  

  

А.Б. Сотский, С.О. Парашков, А.Н. Василенко 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (22), 2015 24 

3/2
0

00

sin cos [1 exp( ( ) ]
,y

y

ik k d
d d

ik k

π θ θ α
θ ϕ

α
⎡ ⎤− − +

×⎢ ⎥
+⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

20 0

0

3
( ) sin

2 (1 )
e

y
k v

k
i

πε τ
ψ ϕ

π ωτ
Δ′ = ×
+ ∫         (1.19) 

3/2
0

00

sin cos [1 exp( ( ) ]
.y

y

ik k d
d d

ik k

π α θ θ α
θ ϕ

α
⎡ ⎤− − +

×⎢ ⎥
+⎢ ⎥⎣ ⎦

∫  

Двойные интегралы в полученных выраже-
ниях сходятся равномерно относительно пара-
метра ,β  определяемого углом падения света на 
пленку и относительно толщины пленки, поэто-
му их вычисление не вызывает принципиальных 
затруднений. Заметим, что при ( ) 0,ykψ ± =  

( ) 0ykψ ′ ± =  полученная формула для r  согласу-
ется с классическим результатом Друде – Зинера. 

Количественные оценки влияния аномаль-
ного скин-эффекта на отражательную способ-
ность металлических пленок для волн ТЕ поля-
ризации представлены в следующем разделе. 

 
2 Отражательная способность пленок 

Ag, Au, Ti 
В настоящее время восстановление парамет-

ров металлических пленок при их диагностике ме-
тодами рефлектометрии, спектрофотометрии, эл-
липсометрии и волноводной спектроскопии осуще-
ствляется, как правило, с использованием модели 
нормального скин-эффекта [3], [5]–[8]. Очевидный 
практический интерес представляет выяснение 
погрешностей, вносимых данной моделью, с по-
зиций рассмотренной более точной теории. 

Ниже соответствующие оценки получены 
применительно к методу рефлектометрии. Этот 
метод предполагает измерение и обработку угло-
вых зависимостей отражательной способности 
пленок [5]–[7]. Его высокая чувствительность к 
параметрам наноразмерных металлических пле-
нок была продемонстрирована в [7]. 

Влияние нелокальности связи между 
векторами j  и E  на отражательную способность 
Ag, Au и Ti пленок, расположенных на подложке 
из стекла К8, иллюстрирует рисунок 2.1.  

Здесь 2
aR r=  – отражательная способ-

ность пленки, рассчитанная на основании общего 
решения (1.17)–(1.19), 2

nR r=  – отражательная 
способность пленки, рассчитанная в приближе-
нии нормального скин-эффекта ( ( ) 0,ykψ ± =  

( ) 0ykψ ′ ± =  в (1.17)). Вычисления выполнены 

при 632,8 ,нмλ =  1,aε =  7 2(1,51466 10 )s iε −= − ⋅  
и значениях констант для объемных металлов, 
которые приведены в таблице 2.1. 

Согласно рисунку 2.1, влияние аномального 
скин-эффекта на отражательную способность всех 
рассмотренных пленок возрастает с уменьшением 

их толщины. Это влияние наименее выражено 
для Ti пленки, что объясняется сравнительно 
низким значением τ  для этого металла (как вид-
но из (1.14), (1.16), в пределе при 0τ →  в метал-
лической пленке реализуется нормальный скин-
эффект). 

 

 

 
Рисунок 2.1 – Зависимости отражательной 

способности металлических пленок толщиной 
2 нм (а) и 30 нм (б) для волн ТЕ поляризации от 
углового параметра ,β  рассчитанные по теории 
аномального скин-эффекта (сплошные кривые) 
и в приближении нормального скин-эффекта 
(штриховые кривые). Сплошная и штриховая 
кривые на рисунке 2.1, б, относящиеся к Ti 
пленке, в масштабах рисунка не различимы 

 
Таблица 2.1 – Константы, использованные  
                        при расчетах [9]–[12] 

Ме-
талл 

1410 ,cτ ⋅  28 3
0 10 ,n м−⋅  n  k  

Ag 4,063 5,852 0,0562 4,27 
Au 2,916 5,907 0,225 3,31 
Ti 0,1491 5,666 2,71 3,77 

 
Для оценки погрешностей восстановления 

параметров металлических пленок, вносимых мо-
делью нормального скин-эффекта, мы получили 
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численное решение обратной задачи рефлекто-
метрии металлических пленок методом наи-
меньших квадратов (таблица 2.2). При этом в 
качестве «экспериментальных» данных исполь-
зованы значения ( ),a kR β  рассчитанные при 

100M =  значениях углового параметра ,kβ β=  
равномерно расположенных на интервале (0; 0,85), 
а в качестве теоретической модели – функция 

( , , , ).n kR d n kβ  Минимумы целевой функции 
2

1
( , , ) ( ) ( , , , )

M

a k n k
k

F d n k R R d n kβ β
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑  

найдены методом градиентного спуска [13]. 
 

Таблица 2.2 – Исходные толщины пленок 
                        (d) и восстановленные 
                        значения d ( ),rd  n ( ),rn  k ( )rk  

Металл ,d нм  ,rd нм  rn  rk  
2,0 1,64 0,00204 4,60 
5,0 4,28 0,00263 4,65 

10,0 10,2 0,0124 4,23 
20,0 20,0 0,0312 4,27 

Ag 

30,0 30,8 0,0368 4,20 
2,0 3,60 0,00765 2,28 
5,0 4,87 0,117 3,36 

10,0 9,87 0,167 3,33 
20,0 20,0 0,194 3,31 

Au 

30,0 30,3 0,202 3,29 
2,0 1,88 2,61 3,87 
5,0 4,92 2,66 3,79 

10,0 9,90 2,68 3,78 
20,0 19,9 2,70 3,78 

Ti 

30,0 29,9 2,64 3,78 
 

Из таблиц 2.1 и 2.2 можно заключить, что в 
случае Ag, либо Au пленок толщиной ~ 2 нм при-
ближение нормального скин-эффекта для реше-
ния обратной оптической задачи практически не 
пригодно, так как оно приводит к существенным 
погрешностям при восстановлении толщины 
пленки, а восстановленные константы n  и k  
оказываются зависящими от толщины пленки. 
Однако с ростом толщины пленки эффектив-
ность названного приближения возрастает. Наи-
более стабильные в зависимости от толщины 
пленки и близкие к данным таблицы 2.1 резуль-
таты восстановления n  и k  имеют место для Ti 
пленок. Причина высокой эффективности при-
ближения нормального скин-эффекта для титана 
обсуждалась выше. 

 
Заключение 
Развита теория оптического скин-эффекта 

применительно к возбуждению металлической 
пленки наклонно падающей плоской волной ТЕ 
поляризации. Методом возмущений получены 
выражения для напряженности электрического 
поля в пленке и для коэффициента отражения 

света от пленки, в которых разделены вклады 
нормального и аномального скин-эффектов. Ко-
личественно исследованы угловые спектры от-
ражательной способности Ag, Au, Ti пленок. С 
использованием стандартной модели нормально-
го скин-эффекта найдены численные решения 
обратной задачи рефлектометрии данных пле-
нок. Показано, что точность приближения нор-
мального скин-эффекта снижается по мере 
уменьшения толщины пленки. В частности, по-
грешности решения обратной задачи рефлекто-
метрии для пленок Ag и Au толщиной в несколь-
ко нанометров оказались неприемлемо высоки-
ми. Таким образом, при оптической диагностике 
наноразмерных металлических пленок целесооб-
разно использовать электродинамическую мо-
дель среды, учитывающую аномальный скин-
эффект. 

Рассмотренная теория допускает обобщение 
на случай волн ТМ поляризации. Соответствую-
щие расчеты будут представлены в отдельной 
публикации. 
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