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Аннотация 
Приведены результаты исследования взаимодействия материальной точки с цилиндрическим 

эксцентриком. Проведен анализ уравнений движения точки. Определены параметры скорости и 
ускорения материальной точки и выполнен их анализ. Исследована сила инерции материальной точки. 
Проанализированы особенности взаимодействия точки с ребристым эксцентриковым валком.  
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Abstract  
The results of studying the interaction of the material point with a cylindrical eccentric are presented. An 

analysis of the equations of the point motion was carried out. Parameters of the velocity and acceleration of the 
material point were determined and their analysis was performed. The force of inertia of the material point was 
investigated. The interaction of the point with a ribbed eccentric roller was analyzed.  
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Введение 
 

Скоростные потоки движения ма-
териалов при их дроблении в эксцентри-
ковых валках оказывают существенное 
влияние не только на величину сдвиго-
вых деформаций, но и на выходные по-
казатели процесса в целом. Поэтому 
анализ скоростей и ускорений, возника-
ющих в процессе измельчения, является 
актуальной задачей. 

Под эксцентриком (рис. 1) будем 
понимать цилиндр, вращающийся с уг-
ловой скоростью ω вокруг оси O, что не 
совпадает с его геометрической осью O1. 
Расстояние e между осями O и O1 будем 
называть эксцентриситетом. Материаль-
ной точкой в исследовании моделирует-

ся твердое тело малых размеров, которое 
выполняет поступательное движение. 

Результаты исследования могут 
быть использованы при проектировании 
объектов техники, предназначенных,  
в частности, для дробления материалов. 
Один из таких объектов описан в [1–5]. 

 
Основная часть 

 
Вывод уравнения движения точ-

ки M. Предположим, что в начальном 
положении M0 точка соприкасается с 
цилиндром. При повороте цилиндра на 
угол φ точка удаляется от оси O по го-
ризонтальному диаметру d–d в произ-
вольное положение M, определяемое 
координатой x = OM (рис. 2), где  
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ОМ = ОМ1. Найдем х. Согласно рис. 2 
получаем 

 

1 ' sinφМ М x ;  1 1' sinφМ М r ; (1) 

1 1' cosφOМ r ; 1 ' cosφOМ x e  . (2) 

Отбросим левые части ра- 
венств (1) и (2): 

 

1sinφ sinφr x ; 

1cosφ cosφr x e  .             (3) 

 

 
 

Рис. 1. Схема сечения валка 
 
 

 
 

Рис. 2. Схема для определения уравнения движения х(φ) 
 

 
Возведем в квадрат левые и 

правые части соотношений (3) и сложим 
результат: 

 
2 2 2

1 1(sin φ cos φ )r    

2 2 2sin φ ( cosφ )x x e   . 

Отсюда 
 

2 2 2 2 2 2sin φ cos φ 2 cosφx x x e e r     
 

или 
 

2 0x bx c   ,               (4) 
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где 2 cosφb e ; 2 2c r e  . 

Реальный корень уравнения (4) 
 

2 2
1 cosφ cos φx x e e c     . 

 
Приведем его к следующему виду: 

 
2 2 2cosφ sin φx e r e    .      (5) 

 
Определение скорости и ускорения 

движения точки. Получив уравнение 
движения (5), по формулам кинематики 
v x  , a v x    находим его ско-

рость v  и ускорение a . 

Поскольку эксцентрик вращается 
равномерно, то в формуле (5) φ ωt . 
Определим 

 
2

2 2 2

2

2 2 2

1 0 2 ωsinφcosφ
ωsinφ

2 sin φ

ωsinφcosφ
ωsinφ .

sin φ

e
v e

r e

e
e

r e


   



 


 

 
Окончательно получаем 

 
cosφ

ωsinφ 1
e

v e
z

   
 

.            (6) 

 
Аналогично, путем диференциро-

вания функции v , находим 
 

 2 3 2ω 4cosφ 4 cos2φ sin 2φ

4

e z z e z e
a

z z

 
 , (7) 

 
где 2 2 2sin φz r e  . 

Анализ скорости точки. Траекто-
рией движения точки M по уравне- 
нию (5) является отрезок оси Ox дли- 
ной 2e. Исследуем скорость движения. 
Сначала найдем ее максимальное зна-
чение. Для этого проведем исследова-
ние функции (6) на экстремум. Как вид-
но из соответствующей формулы, она 
представляет собой произведение двух 

множителей ( 1 2(φ) (φ)v f f  ) и дости-

гает наибольшей величины при том 
значении φ φк , при котором каждый 

из множителей, 1(φ)f ,  2 (φ)f , принимает 

максимум (при общем φк ). 

Исследуем доминирующий мно-
житель 1(φ) ωsinφf e .  

Находим производную: 
 

1(φ)
ωcosφ

φ

df
e

d
 ; 

 
приравниваем ее к нулю: 

 

ωcosφ 0кe  . 

 
Отсюда φ π / 2к  . 

Определяем характер экстремума: 
 

2
1

2

(φ)
ωsinφ 0.

φ

d f
e

d
  

 

 

Приходим к выводу: при φ = π / 2  
множитель 1(φ)f  принимает максималь-

ное значение (при общем φк ). Легко 

убедиться, что при этом и функция 

 2 2(φ ) π / 2 1кf f  , т. е. достигает мак-

симума. Таким образом,  max π / 2v v . 

По формуле (6) находим max ωv e . 

Соответствующая координата точки M 

  2 2π / 2x r e OK    (см. рис. 2). 

Подчеркиваем, что здесь проведено 
приближенное исследование на экстре-
мум по доминирующему множите- 
лю 1(φ)f . Результат уточним при по-

строении графиков. 
Построим график изменения ско-

рости (φ)v  на интервале φ = (0...π)  ра-
диан. Чтобы придать ему обобщенный 
вид (без конкретизации в числах гео-
метрических параметров эксцентрика), 
приводим уравнение (6) к следую- 
щему виду: 
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2 2

μ cosφ
μ ωsinφ 1 ,

1 μ sin φ
v r

 
  
    

 

где μ e
r . 

Построенный график скорости при 
μ 0,1   показан на рис. 3, а. Левая его 
часть, что начинается от φ = π/2 , будет 
соответствовать реальному движению 
точки при условии, что она продолжает 
оставаться в контакте с эксцентриком. 

Это возможно при наличии сдерживаю-
щего сопротивления движению. Свобод-
ная же материальная точка, достигнув 
скорости maxv , отделяется от эксцентрика 
и продолжает свое движение уже по 
инерции со скоростью maxvv  . Соответ-
ствующий участок графика скорости по-
казан на рис. 3, а пунктиром. Естествен-
но, что ускорение на этом участке  
равно нулю. 

 
 
 

а) 

 
 

б)

   
 

Рис. 3. График скорости (а) и ускорения (б) точки M 
 
 

φ, рад 

φ, рад 

а/ω2r 
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Ранее исследовалось движение точ-
ки M с начального положения M0, где она 
находится на минимальном расстоянии 
OM0 от оси вращения эксцентрика. 
Найденные и описанные для нее кинема-
тические характеристики справедливы и 
для любой другой точки, находящейся на 
окружности радиусом OM0. 

Представим, что точка M при φ 0  
находится на расстоянии OM > OM0.  
Тогда поверхность эксцентрика при 
вращении достигнет точки M только по-
сле поворота на некоторый угол φ,  
и контакт с ним начнется ударом. Его 
эффект зависит от физических свойств 
материалов эксцентрика и точки M. Если 
допустить, что точка M дальше не отде-
ляется от эксцентрика, то его скорость 
будет определяться частью построенного 
графика. Например, как эксцентрик до-
стигнет точки M при φ = π/6 , то его ско-

рости соответствует участок NL, далее – 
LF или LP (см. рис. 3, а). Если сопри-
косновение состоится при φ = 5π/6 ,  

то движение будет определяться графи-
ком QS или QP. 

Ускорение точки и сила инерции. 
Для вычисления ускорения используем 
формулу (7) и введенные соотноше- 
ния µ. Тогда в формуле (7) μe r , 

2 2 2(1 μ sin φ)z r  . Соответствующий 

формуле график представлен  
на рис. 3, б. Как и для скорости, левая 
часть графика ускорения (где оно отри-
цательное) соответствует реальному по-
ложению точки только при условии, что 
во время движения она остается в кон-
такте с цилиндром. При отсутствии 
контакта точка движется равномерно 
(по инерции). 

Из курса физики известно, что при 
неравномерном движении точки мас- 

сы m возникает сила инерции amFi


  

в направлении, противоположном уско-
рению. Характер изменения силы iF  
описывается тем же графиком, что и 

ускорение а. Сила инерции приложена к 
эксцентрику. По аксиоме о равенстве 
действия и противодействия такая же 
реактивная сила R со стороны эксцен-
трика приложена и к точке M. 

Особенности взаимодействия 
пункта с ребристым эксцентриком. 
Для более активного взаимодействия 
цилиндра с материальной точкой на его 
поверхности вдоль образующих могут 
устанавливаться выступы – ребра, кото-
рые имеют форму стержней. На рис. 4  
в поперечном сечении цилиндра схема-
тично показаны ребра 1, 2, 3, 4; их рас-
стояния от оси вращения обозначены 
буквами 1ρ , 2ρ , 3ρ , 4ρ . Будем считать, 

что материальная точка М свободна и ее 
движение определяется силами взаимо-
действия с цилиндром и силой тяжес- 
ти p (ранее предполагалось, что сила тя-
жести точки уравновешивается связью). 

Вначале точка неподвижна и нахо-
дится в четверти xOy вертикальной 
плоскости. Захваченная ребром 1, она 
приобретает скорость 1 1ωρv   и уско-

рение 2
1 1ω ρa  . Под действием центро-

бежной силы 11 maF   материальная 
точка соскальзывает с ребра 1 и попадает 
на участок 1–2 поверхности цилиндра и 
затем на ребро 2; а может попасть и сра-
зу на участок 2–3 и ребро 3 – это зависит 
от величины ω, длин участков и других 
факторов. Последним выступом, с кото-
рым соприкасается материальная точка, 
может быть (но не обязательно) ребро 4. 
Далее она движется только под действи-
ем силы тяжести p. 

Пусть в момент ухода из ребра 4 
точка М займет положение М0 (см. рис. 4) 
с координатами x0, y0 на расстоянии 

4ρ r e   от оси вращения. Величина ее 

скорости в этот момент 0 1ωρv  . Урав-

нение параболы, которую описывает 
затем материальная точка, определяется 
из системы дифференциальных уравне-
ний 0x , gy   с начальными усло-

виями 0)0( xx  , 0)0( yy  , 0)0( vv  ,  
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где g  – ускорение свободного падения. 
Скорость и ускорение точки в 

произвольном положении  
 
 

22
yx vvv  ;    gaa y  , 

 

где xvx  ; yvy  . 

 
 

 
 

Рис. 4. Ребристый эксцентриковый валок 
 
 

Заключение 
 
В приведенном исследовании 

анализируется движение материальной 
точки под действием гладкого кругово-
го эксцентричного цилиндра. Получе-
ны формулы для скорости и ускорения 
точки, построены и описаны их графи-
ки; найдена сила инерции. Задача рас-

сматривается в более простой поста-
новке. Оценена возможность анализа 
взаимодействия материальной точки с 
ребристым цилиндром. При углубле-
нии исследования необходимо учесть 
шероховатость поверхностей цилиндра 
и тела, моделируемых материальным 
пунктом, упругость материалов, силы 
тяжести и удара. 
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