
 

  

  

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ОБ ОДНОМ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 𝑘-ГО ПОРЯДКА

В.А. Акимов

В результате опыта работы с дифференциальными операторами [1] автор приходит
к следующим утверждениям.

Теорема 1. Частное решение дифференциального уравнения произвольного поряд-
ка (𝑑2𝑥/𝛿

2
𝑛 + 1)𝑘 * 𝑓(𝑥) = sin 𝛿𝑛𝑥 имеет вид: 𝑓 *(𝑥) = 𝐴𝑘𝑥

𝑘 sin 𝛿𝑛𝑥, если 𝑘 – четное и
𝑓 *(𝑥) = 𝐴𝑘𝑥

𝑘 cos 𝛿𝑛𝑥, если 𝑘 – нечетное натуральное число.
Доказательство данной теоремы основано на следующей лемме.
Лемма. Если 1 6 𝑚 6 𝑘 − 1, то (𝑑2𝑥/𝛿

2
𝑛 + 1)𝑘 * [𝑥𝑚 cos 𝛿𝑛𝑥] = 0.

Доказательство леммы базируется на том, что после однократного применения
оператора, стоящего в круглых скобках, степень полинома понижается на единицу.

Доказательство основной теоремы проведем по индукции, считая для определенно-
сти 𝑘 нечетным. При 𝑘 = 1 исходное уравнение имеет вид (𝑑2𝑥/𝛿

2
𝑛+1)*𝑓(𝑥) = sin 𝛿𝑛𝑥.

Так как

(𝑑2𝑥/𝛿
2
𝑛+1)* [𝐴1𝑥 cos 𝛿𝑛𝑥] = 𝐴1[−(2/𝛿𝑛) sin 𝛿𝑛𝑥−𝑥 cos 𝛿𝑛𝑥+𝑥 cos 𝛿𝑛𝑥] = −(2𝐴1/𝛿𝑛) sin 𝛿𝑛𝑥,

то получим −(2𝐴1/𝛿𝑛) sin 𝛿𝑛𝑥 = sin 𝛿𝑛𝑥, откуда определяем 𝐴1 = −𝛿𝑛/2.
Предположим теперь, что данное высказывание верно для произвольного нату-

рального нечетного числа 𝑘 : (𝑑2𝑥/𝛿
2
𝑛 + 1)𝑘 * [𝐴𝑘𝑥

𝑘 cos 𝛿𝑛𝑥] = sin 𝛿𝑛𝑥. Легко показать,
что тогда оно верно и для 𝑘 + 2, т.е.

(𝑑2𝑥/𝛿
2
𝑛 + 1)𝑘+2 * [𝐴𝑘𝑥

𝑘+2 cos 𝛿𝑛𝑥] = sin 𝛿𝑛𝑥,

где 𝐴𝑘 = −𝛿𝑘𝑛/(2𝑘𝑘!).
Здесь было учтено, что на основании леммы первое слагаемое в квадратных скоб-

ках обращается в нуль после воздействия на него оператора, степень которого больше
чем степень 𝑥. На основании теоремы 1 можно сформулировать теорему 2.

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (𝑑2𝑥/𝛿
2
𝑛 + 1)𝑘 * 𝑓(𝑥) =

= sin 𝛿𝑛𝑥 имеет вид

𝑓(𝑥) =
𝑚=𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝑥𝑚(𝐶𝑚 sin 𝛿𝑛𝑥+𝐷𝑚 cos 𝛿𝑚𝑥) + 𝐴𝑘𝑥
𝑘 sin 𝛿𝑛𝑥,

если 𝑘 – четное и

𝑓(𝑥) =
𝑚=𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝑥𝑚(𝐶𝑚 sin 𝛿𝑛𝑥+𝐷𝑚 cos 𝛿𝑚𝑥) + 𝐴𝑘𝑥
𝑘 cos 𝛿𝑛𝑥,

если 𝑘 – нечетное натуральное число, причем 𝐴𝑘 = (−1)𝑘𝛿𝑘𝑛/(2
𝑘𝑘!).
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Доказательство этой теоремы основано на решении однородного уравнения(︂
𝑑2𝑥
𝛿2𝑛

+ 1

)︂𝑘

* 𝑓(𝑥) = 0. (1)

Так как соответствующее характеристическое уравнение имеет чисто комплексные
корни ±𝑖𝛿𝑛 кратности 𝑘, то в соответствии с [2], решение уравнения (1) имеет вид

𝑓(𝑥) =
𝑚=𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝑥𝑚(𝐶𝑚 sin 𝛿𝑛𝑥+𝐷𝑚 cos 𝛿𝑛𝑥),

что и доказывает первую часть нашего утверждения. Доказательство второй части
теоремы, т.е. нахождение частного решения, полностью основано на теореме 1. Попут-
но заметим, что именно в этом и заключается роль первой теоремы, так как нахож-
дение частного решения, например, методом вариации произвольной постоянной [2],
носит весьма проблематичный характер.
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