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О СВОЙСТВАХ ОБОБЩЕННЫХ ПОЛИНОМОВ
ЯБЛОНСКОГО–ВОРОБЬЕВА

В.И. Громак

В настоящей работе мы рассматриваем свойства решений уравнений обобщенной
иерархии второго уравнения Пенлеве [1–4]

̃︀𝑃 [2𝑁 ]
2 ≡

(︂
𝑑

𝑑𝑧
+ 2𝑤

)︂̃︀𝐿𝑁 [𝑤
′ − 𝑤2]− 𝑧𝑤 − 𝛼 = 0, 𝑁 = 1, 2, . . . (1)

где оператор ̃︀𝐿𝑁 определяется рекуррентным соотношением

𝑑

𝑑𝑧
̃︀𝐿𝑁+1[𝑢] =

(︂
𝑑3

𝑑𝑧3
+ (4𝑢+ 𝛽𝑁)

𝑑

𝑑𝑧
+ 2𝑢𝑧

)︂̃︀𝐿𝑁 [𝑢], ̃︀𝐿1[𝑢(𝑧)] = 𝑢(𝑧), 𝑁 = 1, 2, . . . (2)

Первый член этой иерархии, т.е. уравнение ̃︀𝑃 [2]
2 , есть второе уравнение Пенлеве 𝑤′′ =

= 2𝑤3 + 𝑧𝑤 + 𝛼, а последующие уравнения называют высшими аналогами второго
уравнения Пенлеве. Иерархия (1), (2) обобщает известную иерархию второго уравне-
ния Пенлеве [5–8], получаемую при 𝛽1 = 0, 𝛽2 = 0, . . . , 𝛽𝑁−1 = 0 в (2), и связана
с иерархией уравнения Кортевега–де Фриза. В уравнении (1) 𝛼 и 𝛽 – комплексные
параметры.

Решение уравнения (1) может иметь лишь простые полюсы с вычетами ±1,±2, . . .
. . . ,±𝑁. Из характера разложений в окрестностях полюсов следует, что рациональное
решение необходимо имеет вид

𝑤[𝑁 ](𝑧) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘

(︂ 𝑙+𝑘∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑧𝑘𝑗
−

𝑙−𝑘∑︁
𝑖=1

1

𝑧 − 𝑧𝑘𝑖

)︂
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘

(︂
P′

𝑘(𝑧)

P𝑘(𝑧)
− Q′

𝑘(𝑧)

Q𝑘(𝑧)

)︂
, (3)

где 𝑙±𝑘 ∈ Z+ – количество полюсов 𝑧𝑘𝑗, 𝑧𝑘𝑖 рационального решения 𝑤
[𝑁 ](𝑧) с вычетами

𝑘 и −𝑘 соответственно, а полиномы P𝑘(𝑧) и Q𝑘(𝑧) не имеют общих множителей и
представимы в виде

P𝑘(𝑧) =

𝑙+𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑘𝑗), Q𝑘(𝑧) =

𝑙−𝑘∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝑧𝑘𝑖). (4)

Относительно рациональных решений уравнения (1) справедлива*

Теорема 1. Для существования рациональных решений уравнения (1) необходимо
и достаточно, чтобы 𝛼 = 𝑛 ∈ Z и для каждого целого 𝛼 и фиксированного 𝛽
рациональное решение единственно.

Рациональное решение уравнения (1) при 𝛼 = 𝑛 ∈ N также может быть представ-

лено в виде (𝑄𝑛(𝑧) := 𝑄
[𝑁 ]
𝑛 (𝑧))

𝑤[𝑁 ](𝑧) =
𝑄′

𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛−1(𝑧)
− 𝑄′

𝑛(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
=

𝑑

𝑑𝑧

(︂
ln
𝑄𝑛−1(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)

)︂
, (5)

а для 𝛼 = −𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑤(𝑧, 𝛼, 𝛽) = −𝑤(𝑧,−𝛼, 𝛽), 𝑤(𝑧, 0, 𝛽) = 0. Представление (5)
называют представлением Яблонского–Воробьева. Относительно обобщенных поли-
номов 𝑄𝑛(𝑧) Яблонского–Воробьева, которые в общем случае не являются взаимно
простыми, доказаны следующие утверждения.

*Здесь и далее 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑁−1).
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Теорема 2. Полиномы 𝑄𝑛(𝑧), дающие представление рационального решения (5)
при 𝛼 = 𝑛 ∈ N с начальными полиномами 𝑄0 = 1, 𝑄1 = 𝑧, удовлетворяют рекур-
рентным соотношениям

𝑄𝑛−1𝑄
′
𝑛+1 −𝑄′

𝑛−1𝑄𝑛+1 = (2𝑛+ 1)𝑄2
𝑛, (6)

𝑄𝑛+1𝑄𝑛−1 = 𝑧𝑄2
𝑛 − 2𝑄2

𝑛
̃︀𝐿𝑁 [2𝑄

−2
𝑛 (𝑄𝑛𝑄

′′
𝑛 − (𝑄′

𝑛)
2
)]. (7)

Доказано, что полиномы 𝑄𝑛(𝑧) могут быть определены из соотношения (7) с на-
чальными полиномами 𝑄0(𝑧) = 1, 𝑄1(𝑧) = 𝑧. При этом построено уравнение, кото-
рому удовлетворяют полиномы 𝑄𝑛(𝑧). Также доказано, что степень полинома 𝑄𝑛(𝑧)
равна 𝑚 = 𝑛(𝑛+ 1)/2 и не зависит от 𝑁, т.е. от выбора уравнения из иерархии (1).

Теорема 3. Полиномы Яблонского–Воробьева для обобщенной иерархии второго
уравнения Пенлеве имеют структуру

𝑄[𝑁 ]
𝑛 (𝑧) =

𝑁∏︁
𝑘=1

P
(𝑘2−𝑘)/2
𝑘 Q

(𝑘2+𝑘)/2
𝑘 .

Число полюсов рационального решения (5) уравнения (1) при 𝛼 = 𝑛 с различными
вычетами определяется постоянными 𝑙±𝑘 ∈ Z+, которые удовлетворяют равенствам

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘(𝑙+𝑘 − 𝑙−𝑘 ) = −𝛼,
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘2(𝑙+𝑘 + 𝑙−𝑘 ) = 𝛼2.

При этом достаточно рассмотреть только положительные 𝛼, так как при отрицатель-
ных 𝛼 число полюсов рациональных решений такое же, как и при положительных, а
вычеты меняются на противоположные.

Введем в рассмотрение серию 𝐵-полиномов, заданных рекуррентным соотно-
шением

𝐵[𝑁 ]
𝑛 (𝛽) = 𝑘−1

𝑛 Resultant [𝑄𝑛−1(𝑧), 𝑄𝑛(𝑧), 𝑧], 𝐵
[𝑁 ]
0 = 1, 𝛼 = 𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

где 𝑘𝑛 ̸= 0 – нормирующие постоянные. Ясно, что полиномы 𝐵
[𝑁 ]
𝑛 (𝛽) определяют

значения параметра 𝛽, при которых полиномы 𝑄𝑛−1(𝑧), 𝑄𝑛(𝑧) имеют общие корни,
что равносильно наличию у рационального решения 𝑤(𝑧, 𝑛, 𝛽) полюсов с вычетами
из множества {±2,±3, . . . ,±𝑁}. Имеет место следующая

Теорема 4. Если 𝛼 = 𝑛 ∈ Z, а для параметра 𝛽 выполнено условие 𝐵
[𝑁 ]
|𝑛| (𝛽) ̸= 0,

то рациональное решение 𝑤(𝑧, 𝑛, 𝛽) не имеет полюсов с вычетами из множества
{±2,±3, . . . ,±𝑁}, при этом справедливо распределение 𝑙+1 = 𝛼(𝛼 − 1)/2, 𝑙−1 = 𝛼 ×
× (𝛼 + 1)/2, 𝑙±𝑘 = 0, 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑁}.
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