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ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА ПУАССОНА
ПОСТРОЕНИЯ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ

ГАМИЛЬТОНОВОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

А.Ф. Проневич

Рассмотрим гамильтонову дифференциальную систему с 𝑛 степенями свободы

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑡

= 𝜕𝑝𝑖𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝),
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= − 𝜕𝑞𝑖𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1)

где 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) и 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) – точки из пространства R𝑛, 𝑡 ∈ R, а дважды
непрерывно дифференцируемая на области 𝐷 = 𝑇 × 𝐺, 𝑇 ⊂ R, 𝐺 ⊂ R2𝑛 функция
𝐻 : 𝐷 → R.

Среди общих методов построения первых интегралов системы Гамильтона (1) осо-
бое значение имеет метод Пуассона. Он дает возможность по двум первых интегралам
системы (1) находить третий первый интеграл этой системы, а значит, в определенных
случаях строить интегральный базис системы (1). Благодаря этому свойству метод
Пуассона вошел практически во все монографии и учебники по аналитической меха-
нике (см., например, [1, с. 240; 2, 184; 3, с. 100]) и сформулирован в виде следующего
утверждения.

Теорема 1 (теорема Пуассона). Пусть функции g𝑘 ∈ 𝐶2(𝐷′), 𝑘 = 1, 2, являются
первыми интегралами на области 𝐷′ ⊂ 𝐷 гамильтоновой системы (1). Тогда скобка
Пуассона

g12 : (𝑡, 𝑞, 𝑝) → [g1(𝑡, 𝑞, 𝑝), g2(𝑡, 𝑞, 𝑝)] ∀(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐷′ (2)

от функций g1 и g2 будет первым интегралом гамильтоновой системы (1).
В данной работе изучен вопрос о том, какие именно интегральные характеристики

гамильтоновой системы (1) определяет скобка Пуассона (2) в случае, когда функции
g1 и g2 определяют интегральные многообразия гамильтоновой системы (1).

Основной результат работы содержит
Теорема 2 (обобщенная теорема Пуассона). Пусть функции g𝑘 ∈ 𝐶2(𝐷′), 𝑘 =

= 1, 2, определяют интегральные многообразия гамильтоновой системы (1) такие,
что

Gg𝑘(𝑡, 𝑞, 𝑝) = Φ𝑘(𝑡, 𝑞, 𝑝), Φ𝑘(𝑡, 𝑞, 𝑝)|g𝑘(𝑡,𝑞,𝑝)=0 = 0 ∀(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷, 𝑘 = 1, 2,

где оператор

G(𝑡, 𝑞, 𝑝) = 𝜕𝑡 +
∑︁𝑛
𝑖=1

(𝜕𝑝𝑖𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝)𝜕𝑞𝑖 − 𝜕𝑞𝑖𝐻(𝑡, 𝑞, 𝑝)𝜕𝑝𝑖) ∀(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐷.

Тогда функция

g : (𝑡, 𝑞, 𝑝) → [g1(𝑡, 𝑞, 𝑝), g2(𝑡, 𝑞, 𝑝)]−
∫︁𝑡

𝑡0

𝜙(𝜏) 𝑑𝜏 ∀(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐷′
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будет первым интегралом системы (1), если и только если имеет место тож-
дество

[g1(𝑡, 𝑞, 𝑝),Φ2(𝑡, 𝑞, 𝑝)]− [g2(𝑡, 𝑞, 𝑝),Φ1(𝑡, 𝑞, 𝑝)] = 𝜙(𝑡) ∀(𝑡, 𝑞, 𝑝) ∈ 𝐷′, 𝜙 ∈ 𝐶(𝑇 ).

Из теоремы 2 при 𝜙(𝑡) = 0 ∀𝑡 ∈ 𝑇 получаем основной результат работы [4].
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