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НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ
ПРОБЛЕМЫ РИМАНА ДЛЯ ДВУХ ПАР ФУНКЦИЙ

Л.А. Хвощинская

Пусть при обходе вокруг точек 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, ∞ комплексной плоскости вектор-
функция 𝑌 (𝑧) = (𝑦1(𝑧), 𝑦2(𝑧)) испытывает линейное преобразование с помощью по-
стоянных невырожденных матриц 𝑉𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 4, 𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4 = 𝐸, т.е. 𝑌 → 𝑉𝑘𝑌.
Матрицы 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4 образуют группу монодромии.

Рассматривается невырожденный случай, когда матрицы 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3 не приво-
дятся одним преобразованием подобия к треугольному виду. При решении задачи
применяется «метод логарифмирования произведения матриц» (см. [1]).

Обозначим через 𝛼𝑘 и 𝛽𝑘 характеристические числа матриц 𝑉𝐾 , 𝑘 = 1, . . . , 4;
𝛼𝑗,𝑗+1, 𝛽𝑗,𝑗+1 – характеристические числа матриц 𝑉𝑗𝑉𝐽+1, 𝑗 = 1, 2, а 𝜌𝑘 = (2𝜋𝑖)−1 ln𝛼𝑘,
𝜎𝑘 = (2𝜋𝑖)−1 ln 𝛽𝑘, 𝜌𝑗,𝑗+1 = (2𝜋𝑖)−1 ln𝛼𝑗,𝑗+1, 𝜎𝑗,𝑗+1 = (2𝜋𝑖)−1 ln 𝛽𝑗,𝑗+1. Здесь ветви ло-
гарифмов выбраны из условий |Re (𝜌𝑘 − 𝜎𝑘)| < 1, |Re (𝜌𝑗,𝑗+1 − 𝜎𝑗,𝑗+1)| < 1, причем
Σ4

𝑘=1(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) = 1 (соотношение Фукса),

𝜌12 + 𝜎12 = 𝜌1 + 𝜎1 + 𝜌2 + 𝜎2, 𝜌23 + 𝜎23 = 𝜌2 + 𝜎2 + 𝜌3 + 𝜎3.

Числа 𝜌13, 𝜎13 находим из системы уравнений

𝜌13 + 𝜎13 = 𝜌1 + 𝜎1 + 𝜌3 + 𝜎3,

𝜌4(𝜎4 − 1) = 𝜌12𝜎12 + 𝜌23𝜎23 + 𝜌13𝜎13 − 𝜌1𝜎1 − 𝜌2𝜎2 − 𝜌3𝜎3.

В общем случае решение задачи в окрестности каждой особой точки 𝑎𝑘 имеет вид(︂
𝑦1(𝑧)
𝑦2(𝑧)

)︂
=

3∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝛼𝑘)
𝜌𝑘𝐷𝑘

(︂
𝑢𝑘(𝑧)
𝑣𝑘(𝑧)

)︂
, 𝑘 = 1, . . . , 3,

где 𝐷𝑘 – матрица, приводящая матрицу 𝑉𝑘 к нормальной жордановой форме, 𝑢𝑘(𝑧),
𝑣𝑘(𝑧) – фундаментальная система решений дифференциального уравнения Фукса вто-
рого порядка

𝑢′′ +

(︂ 3∑︁
𝑘=1

1 + 𝜌𝑘 − 𝜎𝑘
𝑧 − 𝛼𝑘

− 1

𝑧 − 𝑏

)︂
𝑢′ +

+

(︂ 3∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝛼𝑘)

)︂−1(︂
𝜌𝜎𝑧 − 𝑏𝜌−

3∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘𝛼𝑘 +
𝑞

𝑧 − 𝑏

)︂
𝑢 = 0,

𝜌 =
∑︀4

𝑘=1 𝜌𝑘, 𝜎 = 𝜎4 +
∑︀3

𝑘=1 𝜌𝑘, 𝜏1 = 𝜌23𝜎23 − (𝜌2 + 𝜌3)(𝜎2 + 𝜎3), 𝜏2 = 𝜌13𝜎13 −
− (𝜌1 + 𝜌3)(𝜎1 + 𝜎3), 𝜏3 = 𝜌12𝜎12 − (𝜌1 + 𝜌2)(𝜎1 + 𝜎2), a акцессорные параметры явно
выражаются через параметры 𝜌𝑘, 𝜎𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 4), 𝜌𝑗,𝑗+1, 𝜎𝑗,𝑗+1 (𝑗 = 1, 2) и точки
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3.

Исследования показали, что если матрица 𝐷4 приводящая матрицу 𝑉4 к нормаль-
ной жордановой форме, приводит какую-либо матрицу 𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3) к треугольно-
му виду, то 𝑏 = 𝑎𝑘, 𝑞 = 0, и дифференциальное уравнение упрощается. В частности,
имеет место
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Утверждение. Если матрица 𝐷4 приводит матрицу 𝑉1 к треугольному виду,
то фундаментальное уравнение (1) в окрестности точки 𝑎1 имеет вид

𝑢1(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛(𝑧 − 𝑎1)
𝑛, 𝑣1(𝑧) = (𝑧 − 𝑎1)

1+𝜎1−𝜌1

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛(𝑧 − 𝑎1)
𝑛,

a коэффициенты 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 рядов находится из рекуррентных соотношений

𝐴𝑛+1 =
1

𝑝′𝑛
(𝑟𝑛𝐴𝑛 + 𝑠𝑛𝐴𝑛−1), 𝐵𝑛+1 =

1

𝑝′𝑛
(𝑟′𝑛𝐴𝑛 + 𝑠′𝑛𝐵𝑛−1),

где
𝑝𝑛 = (𝑛+ 1)(𝜌1 − 𝜎1 + 𝑛), 𝑝′𝑛 = (𝑛+ 1)(2 + 𝜎1 − 𝜌1 + 𝑛),

𝑟𝑛 =
3∑︁

𝑗=2

(𝜌1𝑗 − 𝜌1 − 𝜌𝑗 + 𝑛)(𝜎1𝑗 − 𝜌1 − 𝜌𝑗 + 𝑛)

𝑎1 − 𝑎𝑗
,

𝑟′𝑛 =
3∑︁

𝑗=2

(𝜌1𝑗 − 𝜎1 − 𝜌𝑗 + 𝑛+ 1)(𝜎1𝑗 − 𝜎1 − 𝜌𝑗 + 𝑛+ 1)

𝑎1 − 𝑎𝑗
,

𝑠𝑛 =
(𝜌+ 𝑛− 1)(𝜎 + 𝑛− 1)

(𝑎1 − 𝑎2)(𝑎1 − 𝑎3)
, 𝑠′𝑛 =

(𝜌+ 𝜎1 − 𝜌1 + 𝑛− 1)(𝜎1 + 𝜎1 − 𝜌1 + 𝑛− 1)

(𝑎1 − 𝑎2)(𝑎1 − 𝑎3)
.

Аналогичные утверждения имеют место и в случаях, когда матрица 𝐷4 приводит
матрицу 𝑉2 или 𝑉3 к треугольному виду.
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