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О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ НЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

Б. Чжан

Если для уравнения
𝑃 (𝑦(𝑛), 𝑦(𝑛−1), . . . , 𝑦′, 𝑦) = 0, (1)

где 𝑃 (𝑦(𝑛), 𝑦(𝑛−1), . . . , 𝑦′, 𝑦) – полином с постоянными коэффициентами, искать реше-
ние в виде ряда Лорана

𝑦 = ℎ0𝑡
−𝑠 + . . . + ℎ𝑡𝑟−𝑠 + . . . , 𝑡 = 𝑧 − 𝑧0, 𝑠 ∈ Z, (2)

то для однозначности решений уравнения (1), согласно работам [1–3], резонансы 𝑟
должны быть целыми и различными, причем один из них равен −1 [2]. Решениям
вида (2) будем сопоставлять наборы

(𝑠;ℎ0;−1, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛−1). (3)

В работе [4] приведен класс дифференциальных уравнений третьего порядка, удо-
влетворяющих необходимым условиям наличия свойства Пенлеве. Однако семь урав-
нений с целыми резонансами в [4] отсутствуют. Запишем эти уравнения с соответству-
ющими наборами вида (4):

𝑦′′′ = 2
𝑦′𝑦′′

𝑦
− (𝑦′)3

𝑦2
+ 3𝑦2𝑦′, (1;𝛼;−1, 2, 3), 𝛼2 = 1; (4)

𝑦′′′ =
𝑦′𝑦′′

𝑦
+ 𝑦𝑦′′ + 2𝑦2𝑦′, (1;−1;−1, 2, 3), (1; 2;−1, 2, 6); (5)

𝑦′′′ = 3
𝑦′𝑦′′

𝑦
− 6𝑦𝑦′, (2; 1;−1,−2, 6); (6)

𝑦′𝑦′′

𝑦

(𝑦′)3

𝑦2
𝑦′′′ = 5 − 4 − 2𝑦𝑦′, (2; 1;−1,−2, 2); (7)

𝑦′𝑦′′

𝑦

(𝑦′)3

𝑦2
𝑦′′′ = 6 − 6 − 6𝑦2, (3; 1;−1,−2,−3); (8)

𝑦′𝑦′′

𝑦

(𝑦′)3

𝑦2
𝑦′′′ = 4 − 2 + 30𝑦2, (3; 1;−1,−5, 6); (9)

𝑦′𝑦′′′ = 𝑦𝑦′𝑦′′ + 4(𝑦′)3 + 𝛾𝑦2(𝑦𝑦′′ − 2(𝑦′)2),

(1;−1;−1, 2, 3) (𝛾=1), (1;−1;−1, 1, 6) (𝛾=−1), (1;−1;−1,−2,−3) (𝛾=11). (10)

Теорема 1. Уравнения (4)–(9) имеют соответственно первые интегралы

𝑦′′ =
(𝑦′)2

𝑦
+ 𝑦3 + 𝐶,

𝑦′′

𝑦
= 𝑦′ + 𝑦2 + 𝐶,

𝑦′′

𝑦3
=

6

𝑦
+ 𝐶,

𝑦′′

𝑦3
=

(𝑦′)2

𝑦4
+

2

𝑦
+ 𝐶, 𝑦′′ = 2

(𝑦′)2

𝑦
− 6(𝑧 − 𝐶)𝑦2,

3(𝑦𝑦′𝑦′′ − 2(𝑦′)3 − 30𝑦4)2 + 2(𝑦𝑦′′ − 2(𝑦′)2)3 = 𝐶𝑦6,
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где произвольная постоянная интегрирования 𝐶 отвечает соответственно резо-
нансам

𝑟 = 3, 𝑟 = 2, 𝑟 = −2, 𝑟 = −2, 𝑟 = −1, 𝑟 = 6.

Замечание 2. В работе [5] содержатся уравнения (4)–(9), где показано, что реше-
ния их мероморфны.

Теорема 2. Общие решения уравнений (4), (5) мероморфны.
В справедливости теоремы 2 убеждаемся, заметив, что первые интегралы уравне-

ний (4), (5) являются уравнениями второго порядка типа Пенлеве [6, с. 446, с. 450].
Решения указанных уравнений не имеют других подвижных особенностей, кроме од-
нозначных полюсов.

Теорема 3. Общее решение уравнения (10) имеет логарифмические точки ветв-
ления.

Доказательство теоремы 3 основано на теореме из [7] о разложении решений урав-
нения, содержащего малый параметр при старшей производной, по степеням этого
параметра.

Теорема 4. Уравнения (6) и (7) имеют двухпараметрическое рациональное ре-
шение

𝑦 =
1

(𝑧 − 𝑧0)2 − ℎ
, ∀𝑧0, ℎ; (11)

уравнение (9) имеет двухпараметрическое рациональное решение

𝑦 =
(𝑧 − 𝑧0)

2

(𝑧 − 𝑧0)5 − ℎ
, ∀𝑧0, ℎ. (12)

В справедливости теоремы 4 убеждаемся непосредственной подстановкой функции
(11) в уравнения (6) и (7), а функции (12) – в (9).
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