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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ СИНГУЛЯРНЫХ
РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ ТИПА

ЭМДЕНА–ФАУЛЕРА

И.В. Асташова

Рассматривается нелинейное уравнение типа Эмдена–Фаулера высокого порядка:

𝑦(𝑛)=𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1))|𝑦|𝑘 sgn 𝑦, 𝑥∈R, 𝑛∈N, 𝑛>2, 𝑘∈R, 0<𝑘<1, (1)

где функция 𝑝(𝑥, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) удовлетворяет условию 0 < 𝑚 6 𝑝(𝑥, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) 6 𝑀 <
< +∞, непрерывна по всем переменным и удовлетворяет условию Липшица по пере-
менным 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛. Рассмотрим также частный случай этого уравнения:

𝑦(𝑛) = 𝑝0 |𝑦|𝑘 sgn 𝑦, 𝑛 > 2, 𝑘 ∈ R, 0 < 𝑘 < 1, 𝑝0 > 0. (2)

В работе [1, §11] дано определение сингулярных решений первого и второго рода.
В соответствии с этой терминологией в случае сингулярной нелинейности (0 < 𝑘 < 1)
под сингулярными решениями будем понимать решения, обращающиеся в нуль в неко-
торой точке вместе со всеми своими производными до порядка 𝑛, или знакоперемен-
ные решения, имеющие точку накопления нулей. Нас будет интересовать асимпто-
тическое поведение таких решений вблизи границы области определения или вблизи
точки нарушения единственности решения. Отметим, что в случаях, когда 𝑛 = 3 и
𝑛 = 4 (см. работы [5, 6] и приведенную в них библиографию) получена полная асимп-
тотическая классификация решений уравнения (2) (а для случая 𝑛 = 3, 𝑝 = 𝑝(𝑥) –
и решений уравнения (1)), включающая описание сингулярных решений.

Приведем результат о типичности степенного поведения сингулярных решений на
бесконечности для слабо нелинейных сингулярных уравнений. Аналогичный резуль-
тат для регулярных (𝑘 > 1) слабо нелинейных уравнений вида (2) получен в [3], а
таких уравнений вида (1) – в [4].

Теорема 1. Пусть 𝑛 > 2, 𝑝 ∈ 𝐶(R𝑛+1)
⋂︀
Lip𝑦0,. . . ,𝑦𝑛−1

(R𝑛), 𝑝 → 𝑝0 > 0 при 𝑥 →
→ ∞, 𝑦0 → ∞, . . . , 𝑦𝑛−1 → ∞. Тогда существует такое 𝑘* ∈ (0; 1), что для любого
действительного 𝑘 ∈ (𝑘*; 1) любое максимально продолженное вправо решение урав-
нения (1), имеющее в некоторой точке положительный набор данных Коши, имеет
степенное асимптотическое поведение:

𝑦(𝑥) =

(︂
𝑝0𝛽

𝑛

𝑚∏︁
𝑙=1

(1− 𝛽𝑙)−1

)︂1/(1−𝑘)

𝑥1/𝛽(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ ∞, 𝑚 = 𝑛− 1, 𝛽 =
1− 𝑘

𝑛
.

Результаты о колеблющихся сингулярных решениях уравнений (1), (2) и их пове-
дении содержатся в [1, §15, 7].
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