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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ИЗОБОВА–БОГДАНОВА
О МНОЖЕСТВАХ НЕПРАВИЛЬНОСТИ

ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

А.В. Липницкий

Рассмотрим зависящую от параметра 𝜇 ∈ R линейную систему

𝑥̇ = 𝜇𝐶(𝑡)𝑥, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑡 > 0 (1𝜇)

с кусочно-непрерывной и ограниченной матрицей коэффициентов. Множеством не-
правильности системы

𝑥̇ = 𝐶(𝑡)𝑥, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑡 > 0 (2𝐶)

называется [1] множество тех значений 𝜇 ∈ R, при которых соответствующая система
(1𝜇) неправильна.

Е.К. Макаровым (см. библиогр. в [1]) построены примеры линейных систем (2) c
различными метрическими и топологическими свойствами их множеств неправильно-
сти, в частности, имеющие любую наперед заданную меру Лебега [2]. Позднее Е.А. Ба-
рабанов [3] установил, что любое не содержащее нуля открытое множество веществен-
ной прямой реализуется как множество неправильности некоторой системы (2). В ра-
боте [4] аналогичный результат получен для замкнутых множеств. В настоящем до-
кладе полностью описано строение множеств неправильности систем (2), что решает
задачу Н.А. Изобова из [1].

Для любог 𝜙 ∈ R матрицу)︂ поворота на угол 𝜙 по часовой стрелке обозначим

через 𝑈(𝜙) ≡

о(︂
cos𝜙 sin𝜙
− sin𝜙 cos𝜙

, и положим

𝐽 := 𝑈(2−1𝜋) =

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

√︀яДл всякого 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2)
т ∈ R2 и 2 × 2-матрицы 𝑍 используем обозначения ‖𝑦‖ ≡

≡ 𝑦1
2 + 𝑦2

2 евклидовой нормы и ‖𝑍‖ ≡ max
‖𝑦‖=1

‖𝑍𝑦‖ спектральной нормы.

Для любой строго возрастающей последовательности {𝑚𝑘}+∞
𝑘=1 ⊂ N и чисел 5 6

6 𝑖𝑘∈N определим последовательность {𝑇𝑘}𝑘
+
=1
∞, полагая 𝑇1 :=2, 𝑇𝑘+1 :=𝑚𝑘(𝑖𝑘+2)𝑇𝑘,

𝑘 ∈ N. Положим также 𝜃𝑘 := 𝑚𝑘𝑖𝑘𝑇𝑘, 𝜏𝑘 := 𝜃𝑘 +𝑚𝑘𝑇𝑘, 𝑘 ∈ N.
Для любой последовательности {𝑏𝑘}+∞

𝑘=1 ⊂ R и числа 𝑑 ∈ R, 𝑑 ̸= 0, определим

𝑘матрицу 𝐴(·) = 𝐴(·, 𝑑, {𝑚𝑘, 𝑖𝑘, 𝑏𝑘}∞=1), для всех 𝑙 = 1, 𝑇𝑘, 𝑘 ∈ N полагая 𝐴(𝑡) ≡ 𝑏𝑘𝐽,
𝑡 ∈ (𝜏𝑘−𝑚𝑘𝑙, 𝜏𝑘−𝑚𝑘𝑙+1], 𝐴(𝑡) ≡ −𝑏𝑘𝐽, 𝑡 ∈ [𝜏𝑘+𝑚𝑘𝑙−1, 𝜏𝑘+𝑚𝑘𝑙). Для всех остальных
𝑡 > 0 полагаем 𝐴(𝑡) ≡ 𝑑 diag [1,−1].

Обозначим через 𝑋𝐴(𝑡, 𝑠) матрицу Коши системы (2𝐴) и определим число 𝛿(𝑑) в
случае если 𝑑 > 0 равенством 𝛿(𝑑) := 1, а в случае, когда 𝑑 < 0, положим 𝛿(𝑑) := 2.
Обозначим также 𝐿𝑑(𝛼) := {𝑥 ∈ R2 : |𝑥3−𝛿(𝑑)/𝑥𝛿(𝑑)| 6 𝛼}. Заметим, что

𝑚 0
0 1/𝑚

(︂ )︂
𝐿𝑑(𝛼) = 𝐿𝑑(𝑚

−2 sgn 𝑑𝛼).
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Лемма 1. Матрица 𝑋𝐴(𝑇𝑘+1, 𝜃𝑘) – самосопряженная.
Для каждого 𝑑 ̸= 0 определим 𝑘0(𝑑) ∈ N равенством 𝑘0(𝑑) := 2+ [|𝑑|−1] (через [·]

обозначена целая часть числа).
Лемма 2. Для любого 𝑘 ∈ N, 𝑘 > 𝑘0(𝑑)− 1, справедливо включение

𝑋(𝑇𝑘+1, 𝑇𝑘0(𝑑))𝑒𝛿(𝑑) ⊂ 𝐿𝑑(2𝑒
4𝑚𝑘𝑇𝑘|𝑑|).

Введем обозначение 𝑌κ(𝛾) := 𝑈(𝛾)diag [𝑒κ, 𝑒−κ], 𝛾,κ ∈ R.
Лемма 3. Для любых 𝛾,κ ∈ R таких, что | cos 𝛾| 6 𝑒−2|κ|, верна оценка

‖𝑌 2
κ (𝛾)‖ < 𝑒2.

Лемма 4. Если 𝑑 ̸= 0 и найдутся 𝑙 ∈ N и последовательность (𝑘𝑗)
+∞
𝑗=1 ⊂

⊂ N такие, что для любого 𝑝 ∈ (𝑘𝑗)
+∞
𝑗=1 выполняются неравенства 𝑖𝑝 6 𝑙, 𝑚𝑝 >

> 2max{𝑙, |𝑑|−1} и оценка | cos 𝑏𝑝| < 𝑒−2𝑚𝑝|𝑑|, то система (2𝐴) неправильна по Ля-
пунову.

𝐿̃ 𝐿̂Обозначим κ := 𝐿sgnκ(2
3κ2), κ ∈ R, 𝑘,𝑑 := 𝐿𝑑 (2

3𝑑2(𝑚𝑘 − 1)2) .
Лемма 5. Для любых 𝛾,κ ∈ R, | sin 𝛾| > κ−2, κ > 24, имеет место включение

𝐿̃ 𝐿̃ 𝐿̃𝑌κ(𝛾 + 𝜋/2) κ ⊂ κ, а для любого 𝑥 ∈ κ – неравенство

‖𝑌κ(𝛾 + 𝜋/2)𝑥‖ > ‖𝑥‖ 𝑒κ−
√
κ.

𝐿 𝐿̂

Лемма 6. Для любых 𝑑 ̸= 0, 𝑘 ∈ N таких, что 𝑚𝑘 > 1 + 24|𝑑|−1, | cos 𝑏𝑘| >
> 𝑑−2(𝑚𝑘 − 1)−2, выполняется включение 𝑋𝐴(𝑇𝑘+1, 𝜃𝑘 − 𝑚𝑘 + 1)^𝑘,𝑑 ⊂ 𝑘,𝑑, а для

всякого решения 𝑥(·) системы (2𝐴) с начальным условием 𝑥(𝜃𝑘 −𝑚𝑘 +1) ∈ 𝐿̂𝑘,𝑑 при
любых 1 6 𝑙 6 2𝑇𝑘 имеет место оценка

‖𝑥(𝜃𝑘 +𝑚𝑘𝑙)‖
‖𝑥(𝜃𝑘 +𝑚𝑘(𝑙 − 1))‖

> 𝑒|𝑑|(𝑚𝑘−1)−
√

|𝑑|(𝑚𝑘−1).

Лемма 7. Если 𝑚𝑘 → +∞ при 𝑘 → +∞ и для любого 𝑙 ∈ N найдется 𝑘𝑙 ∈ N
такое, что для всех 𝑘 > 𝑘𝑙, удовлетворяющих условию 𝑖𝑘 6 𝑙, выполняется оценка
| cos 𝑏𝑘| > |𝑑|−2(𝑚𝑘 − 1)−2, то система (2𝐴) правильна по Ляпунову.

Пусть 𝑀 – произвольное 𝐺𝛿𝜎 множество. Найдутся открытые множества 𝑀̌𝑛,𝑙 ⊂
R⋂︀,+∞

𝑙⊂ , 𝑛 ∈ N, такие что множества 𝑀̃ N⋃︀,+∞
о 𝑀̃𝑙 :=

:= 𝑛=1 𝑀̌𝑛,𝑙, удовлетворяют соотношению 𝑀= 𝑙=1 𝑀̃𝑙. Обозна⋃︀чим 𝑀̂𝑛,𝑙 :=
𝑙, 𝑙 ∈ пределенные равенствами⋂︀𝑛

𝑝=1 𝑀̌𝑝,𝑙.

Определим рекуррентно последовательность {𝑗𝑛}𝑛∞=0 ⊂ N {0}, полагая 𝑗0 := 0

и 𝑗𝑛 := 2𝑛9𝑛+𝑛3
+ 𝑗𝑛−1, 𝑛 ∈ N. Для любых 𝑘, 𝑙, 𝑛 ∈ N и 𝛼 ∈ R обозначим

𝐽𝑛 := {𝑗𝑛−1 + 1, . . . , 𝑗𝑛}, κ𝑘(𝑛) := 9−𝑛−𝑛3

𝑘 − 2−1(𝑗𝑛 + 𝑗𝑛−1)
(︀ )︀

,

𝜌𝑛,𝑙(𝛼) = 𝜌𝑛,𝑙(𝛼, 𝑀̂𝑛,𝑙) := inf
𝑀̂𝛽∈R∖ 𝑛,𝑙

|𝛼− 𝛽|.

𝑀̂Обозначим также через 𝐼𝑛,𝑘 = 𝐼𝑛,𝑘({ 𝑛,𝑙}𝑛,𝑙∈N) множество тех 𝑙 ∈ N, что либо
𝜌𝑛,𝑙(κ𝑘(𝑛)) > 2𝑛−1, либо найдется 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛− 1} такое, что

2𝑛−1 6 𝜌𝑝,𝑙(κ𝑘(𝑛)) 6 5𝑛−1.
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Лемма 8. Для любых 𝜇 ̸∈𝑀 и 𝑙 ∈ N найдется 𝑛0 = 𝑛0(𝜇, 𝑙) ∈ N такое, что при
любом 𝑛 > 𝑛0 выполнение для некоторого 𝑘 ∈ 𝐽𝑛 неравенства |𝜇 − κ𝑘(𝑛)| < 2𝑛−1

влечет за собой включение 𝑙 ̸∈ 𝐼𝑛,𝑘.
Для любого натурального 𝑘 найдется единственное 𝑛 = 𝑛(𝑘) ∈ N, такое что 𝑘 ∈

∈ 𝐽𝑛. Определим значения 𝑚𝑘, 𝑖𝑘 и 𝑏𝑘, зависящие от выбора открытых множеств
𝑀̌𝑛,𝑙 ⊂ R, 𝑙, 𝑛 ∈ N, таких что 𝑀 =

⋃︀+∞
𝑙=1

⋂︀+∞
𝑛=1 𝑀̌𝑛,𝑙, равенствами 𝑑 := 𝜇, 𝜇 ∈ R, 𝑚𝑘 :=

:= 1+𝑛(𝑘)2, 𝑛 ∈ N. Положим 𝑖𝑘 := max{5,min 𝐼𝑛,𝑘}, 𝑏𝑘(𝜇) := 2−1𝜋+𝑛−1 (𝜇− κ𝑘(𝑛)) ,
𝜇 ∈ R, в случае если 𝐼𝑛,𝑘 ̸= ∅, и пусть 𝑖𝑘 := 5, 𝑏𝑘(𝜇) ≡ 0, если 𝐼𝑛,𝑘 = ∅.

Определим матрицу 𝐴𝜇(·) = 𝐴𝜇(·, {𝑀̂𝑛,𝑙}𝑛,𝑙∈N), 𝜇 ∈ R, равенством 𝐴𝜇(𝑡) := 𝐴(𝑡) =
= 𝐴(𝑡, 𝑑, {𝑚𝑘, 𝑖𝑘, 𝑏𝑘}∞𝑘=1), 𝑡 > 0, с определенными выше значениями параметров 𝑑,
𝑚𝑘, 𝑖𝑘 и 𝑏𝑘.

Лемма 9. Если 0 ̸∈ 𝑀, то cистема (2𝐴𝜇
) неправильна по Ляпунову при любом

𝜇 ∈𝑀 и правильна при всех остальных 𝜇 ∈ R∖𝑀.
Обозначим через T множество всех 𝑡 ∈ R+ := R

⋂︀
[0,+∞) таких, что 𝐴𝜇(𝑡) =

= 𝜇 diag [1,−1].

Для каждого 𝑡 ∈ T определим функцию 𝜔(·) равенством 𝜔(𝑡) ≡ 0. Для всех
остальных 𝑡 ∈ [𝑇𝑘, 𝑇𝑘+1), 𝑘 ∈ N, полагаем 𝑞𝑡 := 0 если 𝑡 < 𝜏𝑘,𝑗, 𝑞𝑡 := 1 в противном
случае, и пусть 𝜔(𝑡) := (−1)𝑞𝑡𝑏𝑘(0). Определим матрицу 𝐶(𝑡), 𝑡 > 0, соотношениями

𝐶(𝑡) := 𝑈−1(𝜏)

(︂
𝐴1(𝑡)𝑈(𝜏)−

d

d𝑡
𝑈(𝜏)

)︂
, 𝑡 > 0, 𝜏 = 𝜏(𝑡) :=

∫︁𝑡

0

𝜔(𝑠) 𝑑𝑠. (3)

Теорема. Для любого 𝐺𝛿𝜎 множества 𝑀 ⊂ R, 0 ̸∈ 𝑀, cистема (1𝜇) с мат-
рицей 𝐶(·), заданной равенством (4), неправильна по Ляпунову при всех 𝜇 ∈ 𝑀 и
правильна при всех остальных 𝜇 ∈ R.
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