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Рассмотрим систему Льенара

�̇� = −𝑦, �̇� = 𝐴(𝑥)−𝐵(𝑥)𝑦 (1)

в предположении, что вещественные голоморфные в точке 𝑥 = 0 функции 𝐴 и 𝐵
удовлетворяют условиям 𝐴(0) = 𝐵(0) = 0 и 𝐴′(0) = 1.

Как известно, особая точка 𝑂(0, 0) системы (1) является либо центром, либо негру-
бым фокусом.

Определение. Центр 𝑂(0, 0) системы (1) называется изохронным, если период
каждой замкнутой траектории из области этого центра равен 2𝜋.

Теорема 1 [1, теорема 17]. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0) системы (1)
была изохронным центром, необходимо и достаточно существование голоморфной в
точке 𝑥 = 0 функции 𝛼 и нечетной голоморфной в точке 𝑥 = 0 функции 𝛾 таких,
чтобы:

1) 𝛼(0) = 0, 𝛼′(0) = 1, 𝛾(0) = 0;
2) имели место представления

𝐴(𝑥) = 𝛼(𝑥)𝛼′(𝑥)(1 + 𝛾2(𝛼(𝑥))), 𝐵(𝑥) = 𝛼′(𝑥)(2𝛾(𝛼(𝑥)) + 𝛼(𝑥)𝛾′(𝛼(𝑥)));

3) выполнялось равенство

𝛼−1(𝑢) = 𝑢+ 𝜑(𝑢), 𝜑(−𝑢) = 𝜑(𝑢),

где 𝛼−1 – функция, обратная к функции 𝛼.
Пример. Система дифференциальных уравнений

�̇� = −𝑦, �̇� =
𝑥(1 + 𝑎𝑥)(1 + 2𝑎𝑥+ 2𝑎2𝑥2)(1 + 4𝑎𝑥+ 4𝑎2𝑥2 + 𝑘2𝑥2 + 2𝑎𝑘2𝑥3 + 𝑎2𝑘2𝑥4)

(1 + 2𝑎𝑥)5
−

− 3𝑘𝑥(1 + 𝑎𝑥)(1 + 2𝑎𝑥+ 2𝑎2𝑥2)

(1 + 2𝑎𝑥)3
𝑦,

где 𝑎 ̸= 0, 𝑘 ̸= 0 – вещественные постоянные, является системой с изохронным цен-
тром. При ее построении функции 𝛼, 𝛼−1 и 𝛾 определялись соответственно равен-
ствами

𝛼(𝑥) =
𝑥(1 + 𝑎𝑥)

1 + 2𝑎𝑥
, 𝛼−1(𝑢) =

−1 + 2𝑎𝑢+
√
1 + 4𝑎2𝑢2

2𝑎
, 𝛾(𝑢) = 𝑘𝑢.

Теорема 2. Система дифференциальных уравнений

�̇�=−𝑦, �̇�=
(1 + 2𝑘𝑥+ 2𝑘2𝑥2)(𝑥4(1 + 𝑘𝑥)4 + (1 + 2𝑘𝑥)4𝑅2(𝑠(𝑥)))

𝑥3(1 + 𝑘𝑥)3(1 + 2𝑘𝑥)3
− (1+2𝑘𝑥)𝑅′(𝑠(𝑥))

𝑥(1 + 𝑘𝑥)3
𝑦,

где 𝑘 ∈ R, 𝑠(𝑥) = 𝑥/(1 + 𝑘𝑥), 𝑅 – нечетная рациональная функция такая, что
𝑅(0) = 𝑅′(0) = 𝑅′′(0) = 0, имеет в особой точке 𝑂(0, 0) изохронный центр.
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