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НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ СУЩЕСТВОВАНИЯ СИЛЬНО
НЕРЕГУЛЯРНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ДВУХ

ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

М.С. Белокурский

Пусть 𝑧 = (𝑧𝑛) = (𝑧(𝑛)) (𝑛 ∈ N) – 𝑙-мерная векторная функция (последователь-
ность), определенная на N со значениями в R𝑙, т.е. 𝑧 : N → R𝑙. Множество таких
последовательностей обозначим через 𝑆𝑙. Следуя [1, с. 69], введем следующее

Определение. Последовательность 𝑧 ∈ 𝑆𝑙 называется периодической с периодом
𝜔 ∈ N (𝜔-периодической), если для любого 𝑛 ∈ N выполняется равенство 𝑧𝑛+𝜔 = 𝑧𝑛.

Множество 𝑙-мерных 𝜔-периодических последовательностей обозначим через 𝑃𝑆𝑙
𝜔.

Как известно [2], нелинейное скалярное периодическое обыкновенное дифференци-
альное уравнение не имеет отличных от постоянных периодических решений таких,
что периоды решения и уравнения несоизмеримы. Более того, Н.П. Еругин в работе [3]
доказал, что такого рода решения отсутствуют у линейной нестационарной периоди-
ческой системы двух уравнений.

Вполне естественно поставить вопрос для двухмерного случая: имеет ли место
дискретный аналог отмеченной выше теоремы Н.П. Еругина для линейной системы

𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑏𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 = 𝑐𝑛𝑥𝑛 + 𝑑𝑛𝑦𝑛 𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ 𝑆1, 𝑦 ∈ 𝑆1, (1)

где матрица коэффициентов

𝐴(𝑛) =

[︂
𝑎(𝑛) 𝑏(𝑛)
𝑐(𝑛) 𝑑(𝑛)

]︂
является 𝜔-периодической, т.е. 𝐴(𝑛 + 𝜔) = 𝐴(𝑛) при всех 𝑛 ∈ N, и хотя бы один из
ее элементов отличен от постоянной?

Теорема. Если система (1) имеет отличное от стационарного Ω-периодическое
решение такое, что период решения взаимно прост с периодом системы, то столбцы
матрицы 𝑃 (𝑛) = 𝐴(𝑛+ Ω)− 𝐴(𝑛), 𝑛 ∈ N, линейно зависимы.

Следствие. Если матрица 𝑃 (𝑛), 𝑛 ∈ N, имеет полный столбцовый ранг, т.е.
rankcol𝑃 = 2, то нестационарные сильно нерегулярные периодические решения у си-
стемы (1) отсутствуют.

Примером служит система

𝑥𝑛+1 = −𝑥𝑛 + 𝑏𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1 = 𝑑𝑛𝑦𝑛, 𝑛 ∈ N, (𝑏𝑛) ∈ 𝑃𝑆1
𝜔, (𝑑𝑛) ∈ 𝑃𝑆1

𝜔, (2)

где хотя бы один из коэффициентов (𝑏𝑛), (𝑑𝑛) отличен от постоянного, т.е. 𝜔 > 2, и
наибольший общий делитель чисел 2 и 𝜔 равен 1. Система (2) имеет 2-периодическое
решение

𝑥𝑛 = (−1)𝑛, 𝑦𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N.

Период решения является взаимно простым с периодом системы (2).
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