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К РАЗРЕШИМОСТИ И ПОСТРОЕНИЮ РЕШЕНИЯ
МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ МАТРИЧНОГО

УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА С ПАРАМЕТРОМ

А.Н. Бондарев

Изучается задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜆𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋(𝐵1(𝑡) + 𝜆2𝐵2(𝑡)) + 𝐹 (𝑡), (1)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖𝑋(𝑡𝑖, 𝜆) = 0, (2)

где 𝑋 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐴, 𝐵1, 𝐵2, 𝐹 – матрицы-функции класса C[0, 𝜔] соответствующих
размерностей, 𝑀𝑖 – заданные постоянные (𝑛× 𝑛)-матрицы; 𝜆 ∈ R, 𝜔 > 0.

В работе, являющейся продолжением [1] и развитием [2], по методу [3, гл. 1] полу-
чены коэффициентные достаточные условия однозначной разрешимости задачи (1),
(2), алгоритмы построения решения и дана оценка его области локализации.

Введем следующие обозначения:

𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝑚𝑖 = ‖𝑀𝑖‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽2 = max
𝑡

‖𝐵2(𝑡)‖, ℎ = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡)‖,

𝜇1 = max
𝑡

‖𝑉 (𝑡)‖, 𝜇2 = max
𝑡

‖𝑉 −1(𝑡)‖, 𝑣𝑖 = ‖𝑉𝑖‖, ‖𝑋‖𝐶 = max
𝑡

‖𝑋(𝑡, 𝜆)‖,

𝜀 = |𝜆|, 𝑞(𝜀) = 𝑞1𝜀
2 + 𝑞2𝜀, 𝑁 = 𝛾𝜇1𝜇2𝜔ℎ

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑣𝑖,

где 𝑞1 = 𝛾𝜇1𝜇2𝛽2𝜔
∑︀𝑘

𝑖=1𝑚𝑖𝑣𝑖, 𝑞2 = 𝛾𝜇1𝜇2𝛼𝜔
∑︀𝑘

𝑖=1𝑚𝑖𝑣𝑖, ‖ · ‖ – согласованная норма

матриц, Φ – линейный матричный оператор типа [4], Φ𝑌 =
∑︀𝑘

𝑖=1𝑀𝑖𝑌 𝑉𝑖, 𝑉𝑖 = 𝑉 (𝑡𝑖),
𝑉 (𝑡) – фундаментальная матрица уравнения 𝑑𝑉/𝑑𝑡 = 𝑉 𝐵1(𝑡).

Теорема. Пусть оператор Φ однозначно обратим. Тогда при

|𝜆| < 2

𝑞2 +
√︀
𝑞22 + 4𝑞1

(4)

задача (1), (2) однозначно разрешима; ее решение 𝑋(𝑡, 𝜆) представимо как предел
равномерно сходящейся последовательности матричных функций, определяемых ре-
куррентным интегральным соотношением и удовлетворяющих условию (2), при
этом справедлива оценка ‖𝑋‖𝐶 6 𝑁/(1− 𝑞(𝜀)) .

Задача (1), (2) сведена к эквивалентному интегральному уравнению

𝑖=1 𝑡𝑖

(︂ {︂ 𝑘∑︁ ∫︁𝑡

𝑋(𝑡, 𝜆) = Φ−1 𝑀𝑖 [𝜆𝐴(𝜏)𝑋(𝜏, 𝜆) +

+ 𝜆2𝑋(𝜏, 𝜆)𝐵2(𝜏) + 𝐹 (𝜏)]𝑉 −1(𝜏) 𝑑𝜏𝑉𝑖

}︂)︂
𝑉 (𝑡), (4)
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для исследования разрешимости которого используется принцип сжимающих отобра-
жений (см., например, [5, с. 605]).

Решение строится по алгоритму

𝑋𝑝(𝑡, 𝜆) =

(︂
Φ−1

{︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝜆𝐴(𝜏)𝑋𝑝−1(𝜏, 𝜆) +

+ 𝜆2𝑋𝑝−1(𝜏, 𝜆)𝐵2(𝜏) + 𝐹 (𝜏)(𝜏, 𝜆)]𝑉 −1(𝜏) 𝑑𝜏𝑉𝑖

}︂)︂
𝑉 (𝑡), 𝑝 = 1, 2, . . . , (5)

где в качестве начального приближения принята произвольная матрица 𝑋0(𝑡, 𝜆) ∈ C.
Установлено, что последовательность {𝑋𝑠(𝑡, 𝜆)}∞0 , построенная по алгоритму (5),

сходится равномерно по 𝑡 ∈ 𝐼 к решению полученного интегрального уравнения, при
этом справедливы оценки

‖𝑋 −𝑋𝑠‖𝐶 6
𝑞(𝜀)𝑠

1− 𝑞(𝜀)
‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶 , 𝑠 = 0, 1, 2, . . . ; ‖𝑋‖𝐶 6 ‖𝑋0‖𝐶 +

‖𝑋1 −𝑋0‖𝐶
1− 𝑞(𝜀)

.

Из оценки для ‖𝑋‖𝐶 при 𝑋0(𝑡, 𝜆) ≡ 0 следует оценка из теоремы.
Аналогичные результаты дает применение метода малого параметра Пуанкаре–

Ляпунова к интегральному уравнению (4). При этом решение строится в виде

𝑋(𝑡, 𝜆) =
∞∑︁
𝑠=0

𝜆𝑠𝑋𝑠(𝑡), (6)

где

𝑋0(𝑡) =

(︂
Φ−1

{︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑡∫︁
𝑡𝑖

𝐹 (𝜏)𝑉 −1(𝜏) 𝑑𝜏𝑉𝑖

}︂)︂
𝑉 (𝑡),

𝑋1(𝑡) =

(︂
Φ−1

{︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑡∫︁
𝑡𝑖

𝐴(𝜏)𝑋0(𝜏)𝑉
−1(𝜏) 𝑑𝜏𝑉𝑖

}︂)︂
𝑉 (𝑡),

𝑋𝑝+1(𝑡) =

(︂
Φ−1

{︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖

𝑡∫︁
𝑡𝑖

[𝐴(𝜏)𝑋𝑝(𝜏)+𝑋𝑝−1(𝜏)𝐵2(𝜏)]𝑉
−1(𝜏) 𝑑𝜏𝑉𝑖

}︂)︂
𝑉 (𝑡), 𝑝=1, 2, . . .

Установлено, что ряд (6) сходится равномерно по 𝑡 ∈ 𝐼 в области (значений пара-
метра 𝜆) (4).
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