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КРИТЕРИИ СИЛЬНОЙ ВЛОЖИМОСТИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
СИСТЕМ С ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ

В.Т. Борухов, О.М. Кветко

В монографии [1] определены понятия слабой и сильной вложимости компонент
решений нелинейной дифференциальной системы в множество решений линейных ав-
тономных систем. Критерии слабой вложимости представлены в [1], критерий сильной
вложимости вытекает из результатов работы [2]. В данном сообщении мы приводим
новый критерий сильной вложимости системы

�̇�(𝑡) = 𝐹 (𝑥), (1)

где 𝑥 = [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
т ∈ R𝑛, 𝐹 (𝑥) = [𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)]

т, 𝑓𝜈(𝑥) =
∑︀𝑟

|𝑙|=1 𝑎
𝜈
𝑙 𝑥

𝑙, 𝑙 =

= 𝑙1. . . 𝑙𝑛 – мультииндекс, 𝑥𝑙 = 𝑥𝑙11 . . . 𝑥
𝑙𝑛
𝑛 , |𝑙| := 𝑙1 + . . . + 𝑙𝑛, 𝑎𝜈𝑙 ∈ R. Здесь и далее

предполагается градуированное лексикографическое упорядочение мультииндексов.
Определение. Несколько модифицируя определение сильной вложимости [1], си-

стему (1) назовем сильно вложимой в линейную автономную конечномерную систему

�̇�(𝑡) = 𝐷𝑠𝑧(𝑡), 𝑧 ∈ R𝑠, (2)

если существует линейное отображение согласования 𝐺𝑠 : R𝑠 → R𝑛 и отображение
вложимости 𝑃𝑠 : R𝑛 → R𝑠 такие, что произвольная траектория 𝑥(𝑡, 𝑥0) (𝑡 > 0,
𝑥(0, 𝑥0) = 𝑥0) системы (1) имеет вид 𝑥(𝑡, 𝑥0) = 𝐺𝑠𝑒

𝐷𝑠𝑡𝑃𝑠(𝑥0).
Из [3, 4] следует
Лемма. Система (1) вложима в окрестности нуля (𝑥 = 0, 𝑡 = 0) в линейную

дифференциальную бесконечномерную систему

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡),

где
𝑧(𝑡) = [𝑧1(𝑡), . . . , 𝑧𝑚(𝑡), . . . ]

т, 𝑧𝑚(𝑡) = [𝑧𝛼(𝑡)||𝛼| = 𝑚],

𝐴 =

⎡⎣𝐴11 𝐴12 . . . 𝐴1𝑟 0 0 . . .
0 𝐴22 . . . 𝐴2𝑟 𝐴2𝑟+1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎤⎦ , 𝐴𝑗𝑚 =

(︂ 𝑛∑︁
𝜈=1

𝑘𝜈𝑎
𝜈
𝑙−𝑘+𝛿𝜈

)︂|𝑙|=𝑚

|𝑘|=𝑗

.

Здесь 𝐴𝑗𝑚 – 𝑁𝑗 × 𝑁𝑚 – матрица (𝑁𝑗 = 𝑛(𝑛 + 1). . . (𝑛 + 𝑗 − 1)/(𝑗!)); 𝛿𝜈 = 𝛿1𝜈 . . . 𝛿𝑛𝜈 ,
𝛿𝜈𝜈 = 1, 𝛿𝑖𝜈 = 0, если 𝑖 ̸= 𝜈; 𝑎𝜈𝑙−𝑘+𝛿𝜈

= 0, если 𝑎𝜈𝑙−𝑘+𝛿𝜈
/∈ {𝑎𝜈𝛼|1 6 |𝛼| 6 𝑟}.

Теорема 1. Пусть 𝑠 := 𝑠𝑘 = 𝑁1 + . . . +𝑁𝑘. Тогда для вложимости системы (1)
в систему (2) достаточно, чтобы выполнялись условия

𝐺𝑠𝑘𝐷
𝑖
𝑠𝑘
𝐵𝑠𝑘 = 0 для любого 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑠𝑘 − 1}, (3)

где

𝐷𝑠𝑘 :=

⎡⎢⎢⎣
𝐴11 𝐴12 . . . 𝐴1𝑘

0 𝐴22 . . . 𝐴2𝑘

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝐴𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎦ , 𝐵𝑠𝑘 :=

⎡⎢⎢⎣
𝐴1𝑘+1 . . . 𝐴1𝑘+𝑟−1

𝐴1𝑘+1 . . . 𝐴2𝑘+𝑟−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐴𝑘𝑘+1 . . . 𝐴𝑘𝑘+𝑟−1

⎤⎥⎥⎦ ,
𝐺𝑠𝑘 := [𝐼𝑛 0 . . . 0⏟  ⏞  

𝑠𝑘−𝑁1

]. Здесь 𝐼𝑛 – 𝑛×𝑛 единичная матрица, 𝐴𝑖𝑗 = 0, если 𝑗 > 𝑟+ 𝑖−1.
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Обратно, если система (1) вложима в систему (2), то она также вложима в
систему вида (2), для которой 𝐷𝑠 = 𝐷𝑠𝑘 , 𝐺𝑠 = 𝐺𝑠𝑘 , 𝑃𝑠(𝑥0) = [𝑥𝑙0| |𝑙| = 𝑚, 𝑚 =
= 1, . . . , 𝑘]т и выполняются условия (3).

Обозначим систему (1) символом Σ и рассмотрим пару (Σ, 𝑤), где 𝑤 = 𝑤(𝑥1, . . .
. . .𝑥𝑛) ∈ R[𝑥1, . . . 𝑥𝑛], R[𝑥1, . . . 𝑥𝑛] – линейное пространство вещественных полиномов
от переменных 𝑥1, . . . 𝑥𝑛. Следуя [2], пару (Σ, 𝑤) будем называть конечномерно силь-
но вложимой, если для любого 𝑝 ∈ R𝑛 композиция (𝑤 · 𝜙𝑡)(𝑝) функции 𝑤 и отоб-
ражения сдвига 𝜙𝑡 : R𝑛 → R𝑛 на решениях системы Σ удовлетворяет подходящей
линейной конечномерной системе дифференциальных уравнений.

Отметим, что сильная вложимость системы (1) в смысле определения эквивалент-
на сильной вложимости 𝑛 пар (Σ, 𝑥1), . . . , (Σ, 𝑥𝑛). Из [2] следует

Теорема 2. Пара (Σ, 𝑤) конечномерно сильно вложима тогда и только тогда,
когда существует 𝑚 ∈ {1, 2, . . . }, для которого выполняется условие

dimL𝑚−1 = dimL𝑚 = 𝑚, (4)

где L𝑚−1 = span {𝑤,𝐿𝑤, . . . , 𝐿𝑚−1𝑤} – линейная оболочка в пространстве R[𝑥1, . . . 𝑥𝑛]
множества {𝑤,𝐿𝑤, . . . , 𝐿𝑚−1𝑤}, 𝐿 – линейный оператор вида

𝐿 = 𝑓1(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥1
+ . . . + 𝑓𝑛(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑛
.

Число 𝑚 из равенства (4) определяет минимальную размерность пространства
состояний линейной системы вложения и называется порядком вложимости пары
(Σ, 𝑤).

Пусть задано непустое открытое в R𝑛 множество Ω.
Теорема 3. Пара (Σ, 𝑤) конечномерно сильно вложима с порядком вложимости

𝑚 тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия
1) существуют векторы 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚 ∈ Ω такие, что

det

⎡⎣𝑤(𝑧1) (𝐿𝑤)(𝑧1) . . . (𝐿𝑚−1𝑤)(𝑧1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑤(𝑧𝑚) (𝐿𝑤)(𝑧𝑚) . . . (𝐿𝑚−1𝑤)(𝑧𝑚)

⎤⎦ ̸= 0, (5)

2) для любых векторов 𝑧1, . . . 𝑧𝑚+1 ∈ Ω выполняется условие

det

⎡⎣ 𝑤(𝑧1) (𝐿𝑤)(𝑧1) . . . (𝐿𝑚𝑤)(𝑧1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑤(𝑧𝑚+1) (𝐿𝑤)(𝑧𝑚+1) . . . (𝐿𝑚𝑤)(𝑧𝑚+1)

⎤⎦ = 0. (6)

Отметим, что условия (5), (6) определяют алгебраическое множество в простран-
стве коэффициентов системы Σ.
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