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ИТЕРАЦИОННЫЙ АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ НЕАВТОНОМНЫХ СИСТЕМ ВТОРОГО

ПОРЯДКА С ЛИНЕЙНЫМ ПАРАМЕТРОМ

Ю.М. Гребенцов

Рассматривается задача об 𝜔-периодических решениях системы

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝜆𝐴(𝑡)𝑥+ 𝜆𝐵(𝑡)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑓(𝑡), (1)

где 𝑥 ∈ R𝑛, 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝑓(𝑡) – непрерывные 𝜔-периодические матрицы соответствую-
щих размерностей, 𝜆 ∈ R.

Данная работа является продолжением и развитием работ [1–3]. Следуя подходу,
изложенному в работе [4], 𝜔-периодическое решение системы (1) отыскивается в виде

𝑥(𝑡, 𝜆) = 𝑐(𝜆) + 𝑧(𝑡, 𝜆), (2)

где 𝑐(𝜆) – постоянный вектор, 𝑧(𝑡, 𝜆) – 𝜔-периодическая вектор-функция, удовлетво-
ряющая интегральному условию

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏)𝑧(𝜏, 𝜆) 𝑑𝜏 = 0.

Введем следующие обозначения:

̃︀𝐴(𝜔) = 𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏, 𝛾 = ‖ ̃︀𝐴−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖,

𝜎 = max
𝑡

‖𝑄(𝑡)‖, ̃︀ℎ =

⃦⃦⃦⃦ 𝜔∫︁
0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
, ℎ0 = max

𝑡
‖𝑔(𝑡)‖, ‖𝑋‖𝐶 = max

𝑡
‖𝑋(𝑡)‖,

𝑞 =
𝜔

2

(︂
1

2
𝛾𝛼2𝜔2 + 𝛾𝛼𝜎𝜔 + 𝛽

)︂
, 𝐻 =

𝜔ℎ0
2(1− 𝜀𝑞)

, 𝜀 = |𝜆|, 𝑡 ∈ [0, 𝜔],

где 𝑄(𝑡) = 𝐵(𝑡)− 𝐵̄ (𝐵̄ – интегральное среднее матрицы 𝐵(𝑡) на [0, 𝜔]).

Теорема. Пусть выполнено условие det ̃︀𝐴(𝜔) ̸= 0. Тогда при 0 < |𝜆| < 1/𝑞 систе-
ма (1) имеет единственное 𝜔-периодическое решение. Это решение представимо в
виде (2), при этом справедливы оценки

‖𝑐(𝜆)‖ 6
𝛾̃︀ℎ
𝜀

+ 𝛾𝜎𝜔𝐻, ‖𝑧(𝑡, 𝜆)‖ 6
1

2
𝛾𝛼𝜔2𝐻, ‖𝑑𝑧(𝑡, 𝜆)/𝑑𝑡‖ 6

𝐻

1− 𝜀𝑞
.

Для построения решения предлагается итерационный алгоритм

𝑐𝑘+1(𝜆) = − ̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜔∫︁
0

𝑄(𝜏)𝑦𝑘(𝜏, 𝜆) 𝑑𝜏 −
1

𝜆
̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜔∫︁
0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏,

𝑧𝑘+1(𝑡, 𝜆) =

𝜔∫︁
0

𝐾𝐴(𝑡, 𝜏)𝑦𝑘(𝜏, 𝜆) 𝑑𝜏,
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𝑦𝑘+1(𝑡, 𝜆) =

𝜔∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝜏)

{︂
𝜆𝐴(𝜏)

[︂
𝑧𝑘(𝜏, 𝜆)− ̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜔∫︁
0

𝑄(𝑠)𝑦𝑘(𝑠, 𝜆) 𝑑𝑠

]︂
+

+ 𝜆𝐵(𝜏)𝑦𝑘(𝜏, 𝜆) + 𝑔(𝜏)

}︂
𝑑𝜏, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где

𝐾𝐴(𝑡, 𝜏)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜏∫︁
0

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎, 0 6 𝜏 6 𝑡 6 𝜔,

− ̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜔∫︁
𝜏

𝐴(𝜎) 𝑑𝜎, 0 6 𝑡 < 𝜏 6 𝜔,

𝜙(𝑡, 𝜏)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜏/𝜔, 0 6 𝜏 6 𝑡 6 𝜔,

𝜏/𝜔 − 1, 0 6 𝑡 < 𝜏 6 𝜔,

𝑦(𝑡, 𝜆) =
𝑑𝑧(𝑡, 𝜆)

𝑑𝑡
, 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)− 𝐴(𝑡) ̃︀𝐴−1(𝜔)

𝜔∫︁
0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏,

𝑧0(𝑡, 𝜆), 𝑦0(𝑡, 𝜆) – произвольные 𝜔-периодические функции класса 𝐶.
Доказательство теоремы, исследование сходимости, скорости сходимости алгорит-

ма приведено в работе [3], в которой получена получена оценка

𝜙𝑘 6𝑀𝑘(𝐸 −𝑀)−1𝜙0, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝜙𝑘 = colon (‖𝑧 − 𝑧𝑘‖𝐶 , ‖𝑦 − 𝑦𝑘‖𝐶), 𝜙0 = colon (‖𝑧0‖𝐶 , ‖𝑦0‖𝐶), 𝐸 – единичная мат-
рица,

𝑀 =

(︂
0 𝛾𝛼𝜔2/2

𝜀𝛼𝜔/2 𝜀𝜔(𝛾𝛼𝜎𝜔 + 𝛽)/2

)︂
.

Для иллюстрации применения полученных результатов рассмотрена модельная зада-
ча [3].
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