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РАЗЛИЧЕНИЕ ЦЕНТРА, ФОКУСА И СЕДЛО–ФОКУСА ДЛЯ ОДНОЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

А.А. Денисковец, В.Ю. Тыщенко

Для двумерной автономной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний вопрос различения центра и фокуса изучается достаточно длительное время (см.,
например, монографию [1]). Отметим также, что в многомерном случае аналогичные
проблемы почти не рассматривались. Далее мы будем рассматривать вопрос о раз-
личении топологического типа изолированного состояния равновесия 𝑂(0, 0, 0) трех-
мерной однородной системы Дарбу

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎1𝑥+ 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑥𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎2𝑥+ 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑦𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎3𝑥+ 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧 + 𝑧𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧), (1)

где 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) есть гладкая однородная функция степени однородности 𝑚 > 1, име-
ющей один вещественный и пару чисто мнимых характеристических корни. В этом
случае возникает проблема о различении центра, фокуса и седло–фокуса [2, c. 202–
203].

Непосредственными вычислениями убеждаемся [3], что в этом случае с помощью
линейного однородного невырожденного преобразования (не меняющего топологиче-
ский тип состояния равновесия 𝑂(0, 0, 0)) систему Дарбу (1) приводим к виду

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝛽𝑦 + 𝑥𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛽𝑥+ 𝑦𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝜆𝑧 + 𝑧𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧), (2)

где 𝛽𝜆 ̸= 0, 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть гладкая однородная функция степени однородности 𝑚 > 1.
Далее, не умаляя общности, будем полагать 𝜆 < 0 (ибо в противном случае этого
всегда можно добиться заменой независимой переменной 𝑡 ↦→ −𝑡).

Теорема 1. Если 𝜆 < 0, то состояние равновесия системы Дарбу (2) является:

1) фокусом при 𝛽
∫︀ 2𝜋

0
𝑆(cos 𝜏, sin 𝜏, 0) 𝑑𝜏 < 0;

2) центром при 𝛽
∫︀ 2𝜋

0
𝑆(cos 𝜏, sin 𝜏, 0) 𝑑𝜏 = 0;

3) седло–фокусом при 𝛽
∫︀ 2𝜋

0
𝑆(cos 𝜏, sin 𝜏, 0) 𝑑𝜏 > 0.

Теорема 2. Для того чтобы при 𝜆 ≠ 0 состояние равновесия 𝑂(0, 0, 0) системы
Дарбу (2) было устойчивым по Ляпунову, необходимо и достаточно, чтобы 𝜆 < 0

и 𝛽
∫︀ 2𝜋

0
𝑆(cos 𝜏, sin 𝜏, 0) 𝑑𝜏 6 0.

Теорема 3. Для того чтобы при 𝜆 ≠ 0 состояние равновесия 𝑂(0, 0, 0) системы
Дарбу (2) было асимптотически устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы 𝜆 <∫︀ 2𝜋

0
< 0 и 𝛽 𝑆(cos 𝜏, sin 𝜏, 0) 𝑑𝜏 < 0.

Пусть теперь функция 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) (а значит, и функция 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑧)) является одно-
родным полиномом степени 𝑚.
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Теорема 4. Состояние равновесия 𝑂(0, 0, 0) с парой чисто мнимых и одним
ненулевым характеристическим корнями полиномиальной системы Дарбу (1) при
нечетном 𝑚 является центром, устойчивым при отрицательном вещественном
характеристическом корне, и неустойчивым при положительном вещественном ха-
рактеристическом корне.

Теорема 5. Если трехмерное вещественное автономное проективное матричное
уравнение Риккати имеет состояние равновесия с парой чисто мнимых и одним
ненулевым характеристическими корнями, то данное состояние равновесия явля-
ется центром, устойчивым при отрицательном вещественном характеристиче-
ском корне, и неустойчивым при положительном вещественном характеристиче-
ском корне.
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