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О ЕДИНСТВЕННОСТИ УСТОЙЧИВОГО ПРЕДЕЛЬНОГО ЦИКЛА
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ИРРАЦИОНАЛЬНОЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ПО ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

В.С. Денисов

В [1] были найдены достаточные условия существования по крайней мере одно-
го неустойчивого предельного цикла или по крайней мере двух предельных циклов
системы дифференциальных уравнений

�̇� = 𝐷𝑦(6𝑚+4𝑛−1)/(2𝑛+1) + 𝐴𝑦(4𝑚+2𝑛−1)/(2𝑛+1) +𝐵𝑦(2𝑚−1)/(2𝑛+1) + 𝑓(𝑥), �̇� = 𝑔(𝑥), (1)

где постоянные 𝐷 > 0, 𝐴 > 0, 𝐵 > 0, а для всех 𝑚,𝑛 ∈ N нечетные непрерывные
функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) определены на всей числовой оси и удовлетворяют условиям:

I) ∃𝑥1, 𝑥3 такие, что 𝑓(𝑥) < 0 на (0;𝑥1), 𝑓(𝑥) > 0 на (𝑥1;𝑥3); 𝑔(𝑥) < 0 на (0;∞);
𝑓(0) = 𝑓(𝑥1) = 𝑔(0) = 0;

II) 𝐺(𝑥) =
∫︀ 𝑥

0
−𝑔(𝑠) 𝑑𝑠→ +∞ при 𝑥→ +∞.

Если 𝐷 = 0, 𝑚 = 2, 𝑛 = 1, то имеем систему с кубической нелинейностью по
переменной 𝑦, для которой в работе [2] были найдены достаточные условия един-
ственности устойчивого предельного цикла, охватывающего неустойчивый предель-
ный цикл. В настоящем докладе представлен аналогичный результат, полученный
для системы (1).

Уравнение

𝐷𝑦(6𝑚+4𝑛−1)/(2𝑛+1) + 𝐴𝑦(4𝑚+2𝑛−1)/(2𝑛+1) +𝐵𝑦(2𝑚−1)/(2𝑛+1) − 𝛾𝑀 = 0,

где 𝑀 = max
[0,𝑥3]

|𝑓(𝑥)|, имеет единственный действительный корень, который обозначим

через 𝑑. Обозначим также

𝑃 (𝑦) =
𝐷(2𝑛+ 1)

6𝑚+ 6𝑛
𝑦(6𝑚+6𝑛)/(2𝑛+1) +

𝐴(2𝑛+ 1)

4𝑚+ 4𝑛
𝑦(4𝑚+4𝑛)/(2𝑛+1) +

𝐵(2𝑛+ 1)

2𝑚+ 2𝑛
𝑦(2𝑚+2𝑛)/(2𝑛+1),

𝜙(𝑥) =

𝑥∫︁
0

−𝑔(𝑠)𝑓(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑦) +𝐺(𝑥).

Теорема. Если выполнены условия I) и II), а также следующие условия:
III) ∃𝛾 > 1, ∃𝑥2 ∈ (𝑥1, 𝑥3) такие, что верны неравенства

𝜙(𝑥2) >
2𝜙(𝑥1)

1− 𝛾
и 𝐺(𝑥3)−𝐺(𝑥2) > 𝑃 (𝑑) + 2𝑀𝑑, (2)

IV) lim
𝑥→+∞

(−𝑓(𝑥)) > 0, 𝑓 ′(𝑥) < 0 при 𝑥 > 𝑥3,

то система (1) имеет по крайней мере один неустойчивый предельный цикл, лежа-
щий в полосе −𝑥3 6 𝑥 6 𝑥3, и единственный устойчивый предельный цикл, охваты-
вающий неустойчивый.
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Действительно, при 𝛾 > 1 первое из неравенств (2) влечет за собой выполнение
соответствующего неравенства из условий теоремы 3 работы [1], что при наличии
остальных сформулированных выше условий обеспечивает существование по край-
ней мере двух предельных циклов. Доказательство единственности устойчивого пре-
дельного цикла проводится методом сближения интегральных кривых аналогично до-
казательству единственности устойчивого предельного цикла системы с кубической
нелинейностью по переменной 𝑦, изложенному в статье [2].
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