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К КОНСТРУКТИВНОМУ АНАЛИЗУ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА–РИККАТИ

С ПАРАМЕТРОМ

О.А. Маковецкая

Рассматривается краевая задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) +𝑋𝑄(𝑡)𝑋 + 𝜆𝐹 (𝑡,𝑋), 𝑋(𝑡, 𝜆) ∈ R𝑛×𝑛, (1)

𝑋(0, 𝜆) = 𝑋(𝜔, 𝜆), (2)

где 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐴,𝐵,𝑄 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐹 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛). Предполагается, что матрица-
функция 𝐹 (𝑡,𝑋) в области 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ < 𝜌} удовлетворяет относи-
тельно 𝑋 условию Липшица (локально): 𝐹 (𝑡, 0) ̸≡ 0; 𝐼 = [0, 𝜔], 𝜔 > 0, 0 < 𝜌 6 ∞,
𝜆 ∈ R.

При 𝑄 = 0, 𝜆 = 1 эта задача качественными методами исследовалась в [1], кон-
структивными методами, описанными в монографии [2], – в работе [3] и др., с перио-
дическими краевыми условиями – в работе [4] и др.

Примем следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 0 6 𝑡 6 𝜔, ‖𝑋‖ 6 𝜌}, 𝑀 =

𝜔∫︁
0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑁 = −
𝜔∫︁

0

𝐵(𝜏) 𝑑𝜏,

𝛾 = ‖Φ−1(𝜔)‖, 𝛼 = max
𝑡

‖𝐴(𝑡)‖, 𝛽 = max
𝑡

‖𝐵(𝑡)‖, 𝛿 = max
𝑡

‖𝑄(𝑡)‖,

ℎ = max
𝑡

‖𝐹 (𝑡, 0)‖, 𝜀 = |𝜆|, 𝑞(𝜌, 𝜀) = 𝑞1(𝜌) + 𝑞2(𝜌)𝜀, 𝜙(𝜌, 𝜀) = 𝜙1(𝜌) + 𝜙2(𝜌)𝜀,

𝑞1(𝜌) = 𝛾𝛿𝜔[(𝛼 + 𝛽)𝜔 + 2]𝜌+
1

2
𝛾𝜔2(𝛼 + 𝛽)2, 𝑞2(𝜌) = 𝛾𝜔𝐿[1 +

1
(𝛼 + 𝛽)𝜔],

𝜙1(𝜌) = 𝛾𝛿𝜔[1 +
1

2
(𝛼 + 𝛽)𝜔]𝜌2 +

1

2
𝛾𝜔2(𝛼 + 𝛽)2𝜌, 𝜙2(𝜌) = [1 +

1

2

(𝛼 + 𝛽)𝜔](𝐿+ ℎ)𝛾𝜔,

𝜀1 =
𝜌− 𝜙1(𝜌)

𝜙2(𝜌)
, 𝜀2 =

1− 𝑞1(𝜌)

𝑞2(𝜌)

2

, 𝜀0 = min{𝜀1, 𝜀2},

где 0 < 𝜌 < 𝜌, 𝑡 ∈ 𝐼, 𝐿 = 𝐿(𝜌) > 0 – постоянная Липшица для 𝐹 (𝑡,𝑋) в области
𝐷𝜌, Φ – линейный оператор, Φ𝑍 = 𝑀𝑍 − 𝑍𝑁, ‖ · ‖ – согласованная норма матриц,
например, любая из норм, приведенных в [5, с.21].

Теорема. Пусть выполнены следующие условия: матрицы 𝑀,𝑁 не имеют об-
щих характеристических чисел, 𝜙1(𝜌) < 𝜌, 𝑞2(𝜌) < 1. Тогда при |𝜆| 6 𝜀0 решение
задачи (1), (2) в области 𝐷𝜌 существует и единственно, при этом справедлива
оценка ‖𝑋‖C 6 𝜙(𝜌, 𝜀).

Для построения решения задачи (1), (2) предложен алгоритм с неявной вычисли-
тельной схемой

𝑋𝑘(𝑡, 𝜆) = Φ−1

{︂∫︁𝜔
0

𝐴(𝜏) 𝑑𝜏

(︂∫︁𝑡

𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆) +𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎) +
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+𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝑄(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆) + 𝜆𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))] 𝑑𝜎

)︂

𝑑𝜏 +

𝜔∫︁

0

(︂ 𝑡∫︁

𝜏

[𝐴(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆) +

+𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝐵(𝜎) +𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆)𝑄(𝜎)𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆) + 𝜆𝐹 (𝜎,𝑋𝑘−1(𝜎, 𝜆))] 𝑑𝜎

)︂
𝐵(𝜏) 𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

0

[𝑋𝑘(𝜏, 𝜆)𝑄(𝜏)𝑋𝑘(𝜏, 𝜆) + 𝜆𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆))] 𝑑𝜏

}︂
, 𝑘 = 1, 2, . . . , (3)

где начальное приближение 𝑋0 отыскивается в виде постоянной 𝐶 = 𝐶(𝜆) из мат-
ричного уравнения

𝐶 = −Φ−1

𝜔∫︁
0

[𝐶𝑄(𝜏)𝐶 + 𝜆𝐹 (𝜏, 𝐶)] 𝑑𝜏,

которое на основании условий теоремы имеет единственное решения, подчиненное
неравенству ‖𝐶‖ 6 𝜌,
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