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ЛЕВОСТОРОННЯЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ ЛЯПУНОВА С ПАРАМЕТРОМ

И.И. Маковецкий

Исследуется задача

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑋 +𝑋𝐵(𝑡) + 𝐹0(𝑡,𝑋) + 𝜆𝐹1(𝑡,𝑋), 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, (1)

𝑀𝑋(0) +𝑁𝑋(𝜔) = 0, (2)

где 𝐴,𝐵 ∈ C(𝐼,R𝑛×𝑛), 𝐹𝑖 ∈ C(𝐷𝜌,R𝑛×𝑛), 𝐼 = [0, 𝜔], 𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ <
< 𝜌}, 𝜔 > 0, 0 < 𝜌 6 ∞, 𝑀, 𝑁 – постоянные 𝑛 × 𝑛-матрицы; функции 𝐹𝑖(𝑡,𝑋)
удовлетворяют в 𝐷𝜌 относительно 𝑋 условию Липшица (локально); 𝐹0(𝑡, 0) ̸≡ 0,
𝜆 ∈ R.

Эта задача качественными методами исследовалась в [1]. Данная работа является
продолжением и развитием [2; 3, гл. 1]. С помощью конструктивного метода [4, гл. 1]
получены в терминах задачи (т.е. по ее исходным данным) достаточные условия од-
нозначной разрешимости, алгоритм построения решения, а также оценка его области
локализации.

Введем следующие обозначения:

𝐷𝜌 = {(𝑡,𝑋) : 𝑡 ∈ 𝐼, ‖𝑋‖ 6 𝜌}, 𝜆1 = max
𝑡

‖𝑈(𝑡)‖, 𝜆2 = max
𝑡

‖𝑈−1(𝑡)‖, Φ = 𝑃 + 𝐸,

𝑃 = 𝑈−1(𝜔)𝑁−1𝑀, 𝛾 = ‖Φ−1‖, 𝑚 = max{‖𝑃‖, 1}, ℎ𝑖 = max
𝑡

‖𝐹𝑖(𝑡, 0)‖,

𝑎0 = 𝛾𝜆0𝑚𝜔(𝛽 + 𝐿0), 𝑎1 = 𝛾𝜆0𝑚𝜔𝐿1, 𝑏0 = 𝛾𝜆0𝑚𝜔ℎ0, 𝑏1 = 𝛾𝜆0𝑚𝜔ℎ1,

𝑞 = 𝑎0 + 𝜀𝑎1, 𝑝 = 𝑏0 + 𝜀𝑏1, 𝐹 (𝑡,𝑋, 𝜆) = 𝐹0(𝑡,𝑋) + 𝜆𝐹1(𝑡,𝑋),

𝐿 = 𝐿0 + 𝜀𝐿1, ℎ = ℎ0 + 𝜀ℎ1, 𝜀 = |𝜆|, 𝜀0 =
𝜌 (1− 𝑎0)− 𝑏0

𝜌𝑎1 + 𝑏1
,

где 𝑡 ∈ 𝐼, 0 < 𝜌 < 𝜌, 𝜆0 = 𝜆1𝜆2, 𝐿𝑖 = 𝐿𝑖(𝜌) > 0 – постоянные Липшица для 𝐹𝑖(𝑡,𝑋)
в 𝐷𝜌.

Лемма. Пусть выполнены следующие условия: 1) det𝑁 ̸= 0; 2) detΦ ̸= 0; 3) 𝑞 <
< 1; 4) 𝑝/(1 − 𝑞) 6 𝜌. Тогда в области 𝐷𝜌 решение задачи (1), (2) существует и
единственно. Это решение представимо как предел равномерно сходящейся последо-
вательности матричных функций, определяемых рекуррентным интегральным со-
отношением и удовлетворяющих условию (2), при этом справедлива оценка

‖𝑋‖C 6 𝑝/(1− 𝑞).

Теорема. Пусть выполнены условия 1) и 2) леммы, а также неравенства 𝑎0 < 1,
𝑏0/(1− 𝑎0) < 𝜌. Тогда при |𝜆| 6 𝜀0 решение задачи (1), (2) в области 𝐷𝜌 существу-
ет и единственно. Решение 𝑋(𝑡, 𝜆) представимо как предел равномерно сходящейся
последовательности матричных функций, определяемых рекуррентным интеграль-
ным соотношением и удовлетворяющих условию (2), при этом справедливы оценки

‖𝑋(𝑡, 𝜆)‖ 6
𝑝

1− 𝑞
, ‖𝑋(𝑡, 𝜆)−𝑋(𝑡, 0)‖ 6

𝜀(𝑎1‖𝑋0‖C + 𝑏1)

1− 𝑞
.
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Указанное рекуррентное соотношение имеет вид

𝑋𝑘+1(𝑡, 𝜆) = 𝑈(𝑡)Φ−1

[︂
𝑃

𝑡∫︁
0

𝑈−1(𝜏)(𝑋𝑘(𝜏, 𝜆)𝐵(𝜏) + 𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆), 𝜆)) 𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

𝑡

𝑈−1(𝜏)(𝑋𝑘(𝜏, 𝜆)𝐵(𝜏) + 𝐹 (𝜏,𝑋𝑘(𝜏, 𝜆), 𝜆)) 𝑑𝜏

]︂
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (3)

где 𝑋0(𝑡, 𝜆) – произвольная матрица класса C, принадлежащая шару ‖𝑋‖C 6 𝜌.
Сходимость алгоритма (4) характеризуется оценкой

‖𝑋𝑘 −𝑋‖C 6 𝑞𝑘
‖𝑋1 −𝑋0‖C

1− 𝑞
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

которая при 𝑋0 ≡ 0 имеет вид

‖𝑋𝑘 −𝑋‖C 6 𝑞𝑘
𝑝

(1− 𝑞)
.
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