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ОТРАЖАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ И ПРОБЛЕМА ЦЕНТРА–ФОКУСА

В.И. Мироненко

Рассмотрим дифференциальное уравнение

𝑑𝑟

𝑑𝜙
= 𝑎1(𝜙)𝑟 + 𝑎2(𝜙)𝑟

2 + 𝑎3(𝜙)𝑟
3 + . . . =: 𝑅(𝜙, 𝑟) (1)

с голоморфной правой частью в окрестности точки 𝑟 = 0 и 2𝜋-периодическими ко-
эффициентами 𝑎𝑘(𝜙).

Отражающая функция этого уравнения

𝐹 (𝜙, 𝑟) = 𝑚1(𝜙)𝑟 +𝑚2(𝜙)𝑟
2 +𝑚3(𝜙)𝑟

3 + . . . (2)

является голоморфной и может быть найдена из основного соотношения для отража-
ющей функции [1, c. 63]

𝜕𝐹

𝜕𝜙
+
𝜕𝐹

𝜕𝑟
𝑅(𝜙, 𝑟) +𝑅(−𝜙, 𝐹 ) = 0, 𝐹 (0, 𝑟) = 𝑟. (3)

Подставляя ряд (2) в соотношение (4), приходим к бесконечной последовательно ин-
тегрируемой системе уравнений

𝑚′
1 +𝑚1𝑎1(𝜙) + 𝑎1(−𝜙)𝑚1 = 0, 𝑚′

2 +𝑚2(2𝑎1(𝜙) + 𝑎1(−𝜙)) +𝑚1𝑎1(𝜙) + 𝑎2(−𝜙)𝑚2
1 = 0,

3
1𝑚′

3 +𝑚3(3𝑎1(𝜙) + 𝑎1(−𝜙) +𝑚1𝑎3(𝜙) + 2𝑚2𝑎2(𝜙) + 𝑎2(−𝜙)(2𝑚1𝑚2 +𝑚 ) = 0, . . . ,

𝑚1(0) = 1, 𝑚𝑖(0) = 0 при 𝑖 > 1.

Теорема. Уравнение (1) имеет центр в точке 𝑟 = 0 тогда и только тогда, когда
функции

𝑚1(𝜙) = exp

(︂∫︁𝜙
0

(𝑎1(𝜏) + 𝑎1(−𝜏)) 𝑑𝜏
)︂
, 𝑚𝑖(𝜙), 𝑖 > 1,

удовлетворяют условиям 𝑚1(𝜋) = 1, 𝑚𝑖(𝜋) = 0 при 𝑖 > 1.
Эта теорема является аналогом теоремы Ляпунова [2, c. 7].
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