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К АНАЛИЗУ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ЛИНЕЙНО ВОЗМУЩЁННОЙ СИСТЕМЫ МАТРИЧНЫХ

УРАВНЕНИЙ ТИПА РИККАТИ С ПАРАМЕТРОМ

Д.В. Роголев

Исследуется задача типа [1]:

𝑑X

𝑑𝑡
= A1(𝑡)X+XB1(𝑡) +X (S1(𝑡)X+ S2(𝑡)Y) + F1(𝑡) + 𝜆F2(𝑡), (1)

𝑑Y

𝑑𝑡
= A2(𝑡)Y +YB2(𝑡) +Y (P1(𝑡)X+P2(𝑡)Y) +G1(𝑡) + 𝜆G2(𝑡), (2)

X(0, 𝜆) = X(𝜔, 𝜆), Y(0, 𝜆) = Y(𝜔, 𝜆), (4)

где 𝑡∈ [0, 𝜔], X,Y∈R𝑛×𝑛, матрицы A𝑖(𝑡), B𝑖(𝑡), S𝑖(𝑡), P𝑖(𝑡), F𝑖(𝑡), G𝑖(𝑡) (𝑖=1, 2)
определены и непрерывны на промежутке [0, 𝜔] , 𝜔 > 0, 𝜆 ∈ R.

Матричные дифференциальные уравнения представляют собой важный класс мно-
гомерных систем специального вида, включая уравнения Ляпунова, Риккати, имею-
щие большое значение для теории и приложений дифференциальных уравнений (см.,
например, [2] и др.).

В работе, являющейся продолжением [1], с помощью метода [3, гл. 3] получены
коэффициентные (т.е. в терминах задачи (1)–(3)) достаточные условия ее однозначной
разрешимости, а также итерационный алгоритм построения решения.

Примем следующие обозначения:

𝐷 = {(𝑡,X,Y) : 0 6 𝑡 6 𝜔, ‖X‖ 6 𝜌1, ‖Y‖ 6 𝜌2} , B̃𝑖(𝜔) =

∫︁𝜔
0

B𝑖(𝜏) 𝑑𝜏 ,

𝛾𝑖 =
⃦⃦⃦
B̃−1

𝑖

⃦⃦
(𝜔)⃦ , 𝛼𝑖 = max

𝑡
‖A𝑖(𝑡)‖ , 𝛽𝑖 = max

𝑡
‖B𝑖(𝑡)‖ , 𝛿𝑖 = max

𝑡
‖S𝑖(𝑡)‖ ,

𝜇𝑖 = max
𝑡

‖P𝑖(𝑡)‖ , ℎ𝑖 = max
𝑡

‖F𝑖(𝑡)‖ , 𝑔𝑖 = max
𝑡

‖G𝑖(𝑡)‖ , ‖T‖𝐶 = max
𝑡

‖T(𝑡)‖ ,

𝜀 = |𝜆| , 𝜀0 = min{𝜀1, 𝜀2},
𝑝11 = 𝛾1𝛽1(𝛼1 + 𝛽1 + 2𝛿1𝜌1 + 𝛿2𝜌2)𝜔

2/2 + (𝛼1 + 2𝛿1𝜌1 + 𝛿2𝜌2)𝜔],

𝑝12 = 𝛾1𝛿2𝜌1𝜔 (𝛽1𝜔/2 + 1) , 𝑝21 = 𝛾2𝜇1𝜌2𝜔 (𝛽2𝜔/2 + 1) ,

𝑝22 = 𝛾2[𝛽2(𝛼2 + 𝛽2 + 𝜇1𝜌1 + 2𝜇2𝜌2)𝜔
2/2 + (𝛼2 + 𝜇1𝜌1 + 2𝜇2𝜌2)𝜔],

𝜀1 =
2
1

2
1𝜌1 − 𝛾1{𝛽1[(𝛼1 + 𝛽1)𝜌1 + 𝛿1𝜌 + 𝛿2𝜌1𝜌2 + ℎ1]𝜔

2/2 + [𝛼1𝜌1 + 𝛿1𝜌 + 𝛿2𝜌1𝜌2 + ℎ1]𝜔}
𝛾1(𝛽1𝜔/2 + 1)ℎ2𝜔

,

𝜀2 =
2
2

2
2𝜌2 − 𝛾2{𝛽2[(𝛼2 + 𝛽2)𝜌2 + 𝜇2𝜌 + 𝜇1𝜌1𝜌2 + 𝑔1]𝜔

2/2 + [𝛼2𝜌2 + 𝜇2𝜌 + 𝜇1𝜌1𝜌2 + 𝑔1]𝜔}
𝛾2(𝛽2𝜔/2 + 1)𝑔2𝜔

,

где 𝑡 ∈ [0, 𝜔] , 0 < 𝜌1, 𝜌2 <∞, ‖ · ‖ – согласованная норма матриц.
Теорема. Пусть выполнены следующие условия:
1) det B̃𝑖(𝜔) ̸= 0 (𝑖 = 1, 2),
2) 2

1
2
1𝛾1{𝛽1[(𝛼1 + 𝛽1)𝜌1 + 𝛿1𝜌 + 𝛿2𝜌1𝜌2 + ℎ1]𝜔

2/2 + [𝛼1𝜌1 + 𝛿1𝜌 + 𝛿2𝜌1𝜌2 + ℎ1]𝜔} < 𝜌1,
2
2

2
2𝛾2{𝛽2[(𝛼2 + 𝛽2)𝜌2 + 𝜇2𝜌 + 𝜇1𝜌1𝜌2 + 𝑔1]𝜔

2/2 + [𝛼2𝜌2 + 𝜇2𝜌 + 𝜇1𝜌1𝜌2 + 𝑔1]𝜔} < 𝜌2,
3) 𝑝11 < 1, det(E−P) > 0, где E = diag (1, 1), P = (𝑝𝑖𝑗).
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Тогда при |𝜆| < 𝜀0 задача (1)–(3) однозначно разрешима в области 𝐷. Реше-
ние представимо как предел равномерно сходящейся последовательности матрич-
ных функций, определяемых рекуррентными интегральными соотношениями типа
[1] и удовлетворяющих условиям (4).

Указанные соотношения имеют следующий вид (в выражениях X𝑖(𝑡, 𝜆), Y𝑖(𝑡, 𝜆),
𝑘 = 1, 2, . . . , параметр 𝜆 опущен для упрощения записей):

X𝑘+1(𝑡)=

{︂ 𝑡∫︁
0

[A1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) +X𝑘(𝜏)B1(𝜏) +X𝑘−1(𝜏)(S1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) + S2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏)) +

+ F1(𝜏) + 𝜆F2𝑡(𝜏)]

(︂ 𝜏∫︁
0

B1(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝑑𝜏 −

𝜔∫︁
𝑡

[A1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) +X𝑘(𝜏)B1(𝜏) +

+X𝑘−1(𝜏)(S1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) + S2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏)) + F1(𝜏) + 𝜆F2(𝜏)]

(︂ 𝜔∫︁
𝜏

B1(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝑑𝜏 −

−
𝜔∫︁

0

[A1(𝜏)X𝑘(𝜏) +X𝑘(𝜏)(S1(𝜏)X𝑘(𝜏) + S2(𝜏)Y𝑘(𝜏)) + F1(𝜏) + 𝜆F2(𝜏)] 𝑑𝜏

}︂
B̃−1

1 (𝜔),

Y𝑘+1(𝑡)=

{︂∫︁𝑡

0

[A2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏) +Y𝑘(𝜏)B2(𝜏) +Y𝑘−1(𝜏)(P1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) +P2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏)) +

(︂∫︁𝜏
+G1(𝜏) + 𝜆G2(𝜏)]

0

B2(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝑑𝜏 −

∫︁𝜔
𝑡

[A2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏) +Y𝑘(𝜏)B2(𝜏) +

(︂∫︁𝜔
+Y𝑘−1(𝜏)(P1(𝜏)X𝑘−1(𝜏) +P2(𝜏)Y𝑘−1(𝜏)) +G1(𝜏) + 𝜆G2(𝜏)]

𝜏

B2(𝜎) 𝑑𝜎

)︂
𝑑𝜏 −

−
∫︁𝜔
0

[A2(𝜏)Y𝑘(𝜏) +Y𝑘(𝜏)(P1(𝜏)X𝑘(𝜏) +P2(𝜏)Y𝑘(𝜏)) +G1(𝜏) + 𝜆G2(𝜏)] 𝑑𝜏

}︂
B̃−1

2 (𝜔).

В качестве начального приближения X0, Y0 принимаются нулевые матрицы, при-
ближение X1, Y1 ищется в виде матриц, зависящих только от 𝜆 и дающих при-
ближенное решение X2, Y2, удовлетворяющее условиям периодичности (4). Первое
приближение имеет вид

X1 = −
∫︁𝜔
0

(F1(𝜏) + 𝜆F2(𝜏)) 𝑑𝜏 B̃
−1
1 (𝜔), Y1 = −

∫︁𝜔
0

(G1(𝜏) + 𝜆G2(𝜏)) 𝑑𝜏 B̃
−1
2 (𝜔).

По методике, используемой в [1], исследованы сходимость и скорость сходимости
предложенного алгоритма.
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