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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ «НОРМАЛЬНОГО РАЗМЕРА»
СИСТЕМ ЛЬЕНАРА ТИПА 3𝐴 + 2𝑆 И СИММЕТРИЧНЫМ

ВЕКТОРНЫМ ПОЛЕМ

И.Н. Сидоренко

Рассмотрим систему Льенара

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥(1− 𝑥2)(1− (𝐿𝑥)2)− 𝜖𝑓(𝑥)𝑦, (1)

где 0 < 𝐿 < 1, 𝑓(𝑥) =
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑖𝑥
2𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R. Система (1) имеет в конечной части плос-

кости три антиседла и два седла (3𝐴+2𝑆) и может иметь предельные циклы вокруг
каждого из антеседел, либо предельные циклы, окружающие сразу все особые точ-
ки. Данная работа является продолжением и развитием [1, 2]. Целью данной работы
является исследование максимального количества предельных циклов «нормального
размера» [2] у систем (1), а также построение конкретных систем рассматриваемого
класса с различными распределениями предельных циклов. Для исследования семей-
ства систем (1) будем использовать прогнозный метод [3] оценки числа предельных
циклов. Метод основывается на решении алгебраической системы уравнений

𝐹 (𝜉) = 𝐹 (𝜓), 𝐺(𝜉) = 𝐺(𝜓),

где 𝐹 (𝑥) =
∫︀
𝑓(𝑥) 𝑑𝑢, 𝐺(𝑥) =

∫︀
𝑔(𝑥) 𝑑𝑢, промежутки изменения переменных 𝜉, 𝜓 за-

висят от выбора особых точек, вокруг которых производится оценка числа предельных
циклов. Для «улучшения» полученных систем используется метод, разработанный
для возмущения негрубого фокуса [3]. Обозначим через 𝑎 – вектор коэффициентов
системы (1), и пусть при 𝑎 = 𝑎0 система имеет 𝑘 предельных циклов вокруг точки
𝑂(0, 0), которые распределены не равномерно. Выберем на промежутке 𝐼 = [𝑝, 𝑞],
𝑝 > 0, точки 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘+1 и рассмотрим функцию последования Δ(𝑥, 𝑎0+Δ𝑎), 𝑥 ∈ 𝐼,
Δ𝑎 – некоторое возмущение системы (1), тогда

Δ(𝑥𝑖, 𝑎
0 +Δ𝑎) = Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
∑︁𝑛

tp (𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗 + 𝑜(Δ𝑎),

𝑘

𝑗=1

где tp (𝑖, 𝑗) = 𝜕Δ𝑘(𝑥𝑖 , 𝑎
0)/𝜕𝑎𝑗 находятся численно. Далее решаем задачу линейного

программирования

𝐿→ min, ±(−1)𝑖
(︂
Δ(𝑥𝑖, 𝑎

0) +
∑︁𝑛
𝑗=1

tp𝑘(𝑖, 𝑗)Δ𝑎𝑗

)︂
> 0, 𝑖 = 1, 𝑘 + 1, |Δ𝑎𝑗| 6 𝐿. (2)

Если задача (2) имеет решение Δ𝑎 = Δ𝑎*, 𝐿 = 𝐿*, то соответствующая система
Льенара имеет, по крайней мере, 𝑘 предельных циклов.

Теорема. Максимальное число предельных циклов, окружающих группу особых
точек, у системы (1) при 𝑚 = 2, . . . , 8 не меньше чем 𝑚+ 1 .

Для точной оценки числа предельных циклов систем (1) при 𝑚 = 1, 2 предпола-
гается построение функции Дюлака–Черкаса [3].
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