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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОЙ НЕРАЗРЕШИМОСТИ
ПРОБЛЕМЫ ЦЕНТРА И ФОКУСА

Д.Н. Чергинец

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

𝑥̇ = 𝑦11 + 𝑥4𝑦3 + 2𝜇𝑥3𝑦6 + 𝑎1𝑥
7𝑦2,

𝑦̇ = −𝑥3𝑦4 − 3(1 + 𝜀2)𝑥7𝑦2 − 3𝜀2𝑥11 + 𝜇𝑥2𝑦7 + 𝑎2𝑥
6𝑦3, (1)

где 𝑎1, 𝑎2, 𝜇, 𝜀 ∈ R, 𝜀 ̸= 0. Начало координат системы (1) является центром или
фокусом. В работе [1] при 𝑎1 = −3/2, 𝑎2 = −3 получено следующее асимптотическое
представление функции последования: 𝑐+ 𝑘2𝑐

2 + 𝑜(𝑐2), где 𝑘2 – функция параметров

системы, 𝑐 → 0, и доказано, что уравнение 𝑘2 = 0 эквивалентно уравнению 𝜇𝐾0 =
= 2𝐼(𝜀), где
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𝜀 → 0, 𝛾 = 𝜀2/(6(1 − 𝜀)), 𝐾0, 𝐴,𝐵 ∈ R, 𝐾0 ≠ 0. Интеграл под горизонтальной
и перед вертикальной линией – это интеграл Адамара. Таким образом, неравенство
𝑘2 < 0, при выполнении которого начало координат неустойчиво, и неравенство 𝑘2 >
> 0, при выполнении которого начало координат асимптотически устойчиво, опре-
деляются неаналитической функцией. Это означает, что устойчивость по Ляпунову
аналитически неразрешима.

С помощью результатов работ [2, 3] в настоящей работе получено следующее асимп-
тотическое представление функции последования системы (1):
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Здесь коэффициент 𝑘2,0 имеет вид

𝑘2,0 = −4𝜀−2𝜆
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где 𝐵 – бета-функция.
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В [4] найдена система, необходимые и достаточные условия центра для которой
представляются через неалгебраические функции. Система, необходимые и достаточ-
ные условия центра для которой представлялись бы через неаналитические функции,
на данный момент не найдена.
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Теорема 1. Начало координат системы (̃1) асимптотически устойчиво при
𝑘2,0 > 0 и неустойчиво при 𝑘2,0 < 0.

Доказано, что 𝑘8,1 = 𝑘14,1 = 0 тогда и только тогда, когда 𝜇 = 0.
Теорема 2. Для того чтобы начало координат системы (1) было центром необ-

ходимо, чтобы 𝜇 = 0.
Функция 𝐼(𝜀) > 0 для всех 𝜀 ̸= 0, из чего вытекает следующее следствие.
Следствие. Начало координат системы (1) при 𝑎1 = −3/2, 𝑎2 = −3 является

фокусом.


