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Â ÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÐÅÆÈÌÅ

Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîëíîñòüþ ðåøåíà è èçó÷åíà êîððåêòíîñòü
ïî Àäàìàðó (îäíîçíà÷íàÿ è óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü) ñìåøàííîé çàäà÷è

(∂t−a2∂x)(∂t+a1∂x)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ˙̃
G∞ = {]σ(t),∞[×]κ(x),∞[: t > 0, x > 0}, (1)

u(x, t)|t=κ(x) = ϕ(x), ∂tu(x, t)|t=κ(x) = ψ(x), x > 0, (2)

Γ(t)u|x=σ(t) ≡ [α(t)∂tu(x, t) + β(t)∂xu(x, t) + γ(t)u(x, t)]|x=σ(t) = µ(t), t > 0, (3)

ãäå α, β, γ � çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé t; ϕ, ψ, µ � çàäàííûå ôóíêöèè ñâî-
èõ ïåðåìåííûõ x, t è a1 > 0, a2 > 0. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ x è t âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü òàê, ÷òîáû κ(0) = σ(0) = 0. Åñëè íîñèòåëè íà÷àëüíûõ κ(x) < x/a1, x >
> 0, è ãðàíè÷íîãî σ(t) < a1t, t > 0, äàííûõ, òî êðèâîëèíåéíàÿ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè

G̃∞ = {[σ(t),∞[×[κ(x),∞[⊂ R2 : t > 0, x > 0} ïåðåìåííûõ (x, t) ðàçáèâàåòñÿ õàðàê-

òåðèñòèêîé x = a1t íà äâà ìíîæåñòâà G̃− = {(x, t) ∈ G̃∞ : x > a1t > a1κ(x), x > 0}
è G̃+ = {(x, t) ∈ G̃∞ : σ(t) 6 x 6 a1t, t > 0}. Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ k ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà Ω ⊂ R2 è C0(Ω) = C(Ω).
Îïðåäåëåíèå 1. Õàðàêòåðèñòèêà x = a1t, ãäå a1 > 0, íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ïåðâîé êðèâîëèíåéíîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè G̃∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) íà
˙̃
G∞ íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ C2(G̃∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) â îáû÷íîì ñìûñëå, à
óñëîâèÿì (2) è ðåæèìó (3) â ñìûñëå ïðåäåëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé îò u(ẋ, ṫ)

âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ (ẋ, ṫ) ∈ ˙̃
G∞ ïðè (ẋ, ṫ) → (x, κ(x)) è (ẋ, ṫ) → (σ(t), t) äëÿ

ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà G̃∞.
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè è ôóíêöèÿìè:

y = χ1(x) = x− a1κ(x), z = χ2(x) = x+ a2κ(x), w = σ1(t) = a1t− σ(t).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ôóíêöèè èìåþò äîñòàòî÷íî ãëàäêèå îáðàòíûå ôóíêöèè

χ−1
1 (y) = x, χ−1

2 (z) = x, σ−1
1 (w) = t, χ−1

1 , χ−1
2 , σ−1

1 ∈ C2[0,∞[. (4)

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1)�(3) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ χ1(0) = χ2(0) =
= σ1(0) = 0.

Íàéäåíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (1)�(3) è óñòàíîâëåí êðèòåðèé êîððåêò-
íîñòè (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ) íà íà÷àëüíûå ϕ, ψ è ãðàíè÷íîå µ äàííûå

áåç èõ ïðîäîëæåíèé âíå G̃∞ äëÿ åå îäíîçíà÷íîé è óñòîé÷èâîé âåçäå ðàçðåøèìîñòè.
Ýòîò êðèòåðèé êîððåêòíîñòè ñîñòîèò èç íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ òðåáîâàíèé ãëàä-
êîñòè íà íà÷àëüíûå äàííûå ϕ, ψ è ãðàíè÷íîå äàííîå µ è äâóõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ
ìåæäó íèìè. Äîêàçàíà
Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íîì ðåæèìå (3) êîýôôèöèåíòû α, β, γ ∈ C1(R+); íå

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïåðâàÿ êîñàÿ ïðîèçâîäíàÿ a1α(t) 6= β(t), t > 0; âûïîëíÿþòñÿ
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íåðàâåíñòâà κ(x) < x/a1, x > 0, σ(t) < a1t, t > 0; κ(x), σ(t) ∈ C2[0,∞[ è ñóùå-

ñòâóþò îáðàòíûå ôóíêöèè (4). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1)�(3) íà
˙̃
G∞

èìåëà åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå ïî ϕ, ψ, µ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(G̃∞)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2[0,∞[, ψ ∈ C1[0,∞[, µ ∈ C1[0,∞[ (5)

è óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

α(0)ψ(0) + β(0)ϕ′(0) + γ(0)ϕ(0) = µ(0), (6)

α′(0)ψ(0) + β′(0)ϕ′(0) + γ′(0)ϕ(0) + α(0)[(a2 − a1)ψ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)] +

+ [α(0)σ′(0) + β(0)]ψ′(0) + β(0)ϕ′′(0) + γ(0)[σ′(0)ϕ′(0) + ψ(0)] = µ′(0). (7)

Ýòèì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) íà
˙̃
G∞ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ
u−(x, t) = ϕ(χ−1

2 (x+ a2t))−

− 1

a1 + a2

χ−1
2 (x+a2t)∫

χ−1
1 (x−a1t)

{a2ϕ
′(s)− [1 + a2κ

′(s)]ψ(s)}[1− a1κ
′(s)] ds, (x, t) ∈ G̃−, (8)

u+(x, t) =

σ−1
1 (a1t−x)∫

0

exp

{ s∫
σ−1
1 (a1t−x)

γ(ρ)[a1 − σ′(ρ)]

a1α(ρ)− β(ρ)
dρ

}
µ(s)− P (s)

a1α(s)− β(s)
[a1 − σ′(s)] ds+

+ϕ(χ−1
2 (x+a2t))−

1

a1+a2

χ−1
2 (x+a2t)∫

0

{a2ϕ
′(s)−[1+a2κ

′(s)]ψ(s)}[1−a1κ
′(s)] ds, (x, t)∈G̃+. (9)

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ P (t), ÿâëÿþùàÿñÿ çíà÷åíèåì ãðàíè÷íî-
ãî îïåðàòîðà è îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì P (t) = [Γ(t)h(x+ a2t)]|x=σ(t), â êîòîðîì

h(z) = ϕ(χ−1
2 (z))− 1

a1 + a2

χ−1
2 (z)∫
0

{a2ϕ
′(s)− [1 + a2κ

′(s)]ψ(s)}[1− a1κ
′(s)] ds.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñòàâëåííàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âè-
äå è èññëåäóåòñÿ åå êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó ìîäèôèêàöèåé è îáîáùåíèåì ìåòîäà
õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû â ëèíåéíîé ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñ-
êîñòè èç [1�3] íà êðèâîëèíåéíóþ ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè. Òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè
(5) îáåñïå÷èâàþò äâàæäû íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé (8) è (9) ñî-

îòâåòñòâåííî â G̃− è G̃+. Íåîáõîäèìîñòü òðåáîâàíèé (5) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç ïîñòàíîâêè ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) è îïðåäåëåíèÿ 2 åå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Ñîâìåñòíî ñ ýòèìè òðåáîâàíèÿìè ãëàäêîñòè (5) óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (6) è (7) íåîá-
õîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ýòèõ ôóíêöèé
(8) è (9) åùå è íà êðèòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêå x = a1t. Óñòîé÷èâîñòü êëàññè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ u ïî ϕ, ψ, µ ìîæíî âûâåñòè èç ôîðìóë (8), (9).
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Çàìå÷àíèÿ. Åñëè íîñèòåëè èñõîäíûõ äàííûõ κ(x), σ(t) ∈ C2[0,∞[, òî äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ îáðàòíûõ ôóíêöèé (4), êîòîðûå áóäóò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûìè ôóíêöèÿìè, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ
äëÿ ïðîèçâîäíûõ: κ′(x) < 1/a1 èëè κ′(x) > 1/a1, x > 0; κ′(x) < −1/a2 èëè κ′(x) >
> −1/a2, x > 0; σ′(t) < a1 èëè σ′(t) > a1, t > 0. Â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè ïåðâîé
÷åòâåðòè ïëîñêîñòè íàøà çàäà÷à ïðè a1 = a2 = a > 0 ðåøåíà è ïîëó÷åíû òîëüêî
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè â [2] äëÿ (è íå) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðâîé êîñîé
ïðîèçâîäíîé è îíà ïîëíîñòüþ ðåøåíà è èçó÷åíà åå êîððåêòíîñòü â [3] äëÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ïåðâîé êîñîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîì ðåæèìå.
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