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ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÎÁÙÅÃÎ ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÏÐÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÒÎÐÛÕ ×ÀÑÒÍÛÕ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ Â ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÌ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÌ ÓÑËÎÂÈÈ

Ê.À. Ñïåñèâöåâà, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Íàéäåíû ðåøåíèå è êðèòåðèé îäíîçíà÷íîé è óñòîé÷èâîé âåçäå ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t), {x, t} ∈ Ġ∞ =]0,∞[×]0,∞[, (1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

Γ(t)u = [ζ(t)utt + ξ(t)uxt + θ(t)uxx + α(t)ut + β(t)ux + γ(t)u]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå a1 > 0, a2 > 0, b1, b2 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå è f, ϕ, ψ, µ � çàäàííûå
ôóíêöèè.

Ïåðâàÿ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè G∞ = [0,∞[×[0,∞[ äåëèòñÿ êðèòè÷åñêîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé x = a1t íà ìíîæåñòâà G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t, t > 0} è G+ = {(x, t) ∈
∈ G∞ : x 6 a1t, x > 0}. Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ k ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Ω, C0(Ω) = C(Ω) è R+ = [0,∞). Äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

2
1Òåîðåìà. Ïóñòü ζ, ξ, θ, α, β, γ ∈ C1(R+), a1α(t)−β(t) 6= b1[2a1ζ(t)−ξ(t)], a ζ(t)−

− a1ξ(t) + θ(t) ≡ 0, t ∈ R+. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1)�(3) íà ìíîæåñòâå Ġ∞ èìååò
åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(G∞) äëÿ òåõ è òîëüêî
òåõ ϕ, ψ, f, µ, äëÿ êîòîðûõ

ϕ ∈ C2(R+), ∈ C1(R+), f ∈ C(G∞), µ ∈ C1(R+),

∫t
0

f(a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (4)

a2

a1
0

t∫1(x) ∫t
f(a2(t1(x)− τ), τ) dτ +

t1(x)

f(x− a1(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (5)

t1(x) = t− x/a1 > 0 â G∞,

[(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)]ϕ′′′(a2t), [(a2 − a1)ζ(t) + ξ(t)]ψ′′(a2t) ∈ C(R+),

a2ξ(t)
∂2

∂t2
0

f(a2(t−τ), τ) dτ

[ ∫t ]
+θ(t)

∂

∂t

{
a1−a2

a1

∂

∂t

[ ∫t
0

f(a2(t−τ), τ) dτ

]
−f(0, t)

}
∈C(R+),

ζ(0)[f(0, 0)− (a1b2− a2b1)ϕ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)− (a1− a2)ψ′(0)− b1b2ϕ(0)− (b1 + b2)ψ(0)] +

2
1+ [a1ξ(0)− a ζ(0)]ϕ′′(0) + α(0)ψ(0) + β(0)ϕ′(0) + γ(0)ϕ(0) + ξ(0)ψ′(0) = µ(0),

2
2

2
1ζ(0)[−(b1 + b2)f(0, 0) + b1b2(b1 + b2)ϕ(0) + (2(a1 − a2)b1b2 + a1b − a2b )ϕ′(0) +
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+ [a1(a1 − 2a2)b2 − a2(2a1 − a2)b1]ϕ′′(0) + (b2
1 + b1b2 + b2

2)ψ(0) + [(2a1 − a2)b1 +

+ (a1 − 2a2)b2]ψ′(0)]− ξ(0)[b1b2ϕ
′(0) + (a2b1 − a1b2)ϕ′′(0) + (b1 + b2)ψ′(0)] +

+ a1a2[(a2 − a1)ζ(0) + ξ(0)]ϕ′′′(0) + a2[(a2 − a1)ζ(0) + ξ(0)]ψ′′(0) +

+ (ζ ′(0) + α(0))[f(0, 0)− b1b2ϕ(0)− (a1b2 − a2b1)ϕ′(0) + a1a2ϕ
′′(0)− (b1 + b2)ψ(0) +

+ (a2 − a1)ψ′(0)] + ξ′(0)[ψ′(0) + a1ϕ
′′(0)]− a2

1ζ
′(0)ϕ′′(0) + (α′(0) + γ(0))ψ(0) +

+ β(0)ψ′(0) + β′(0)ϕ′(0) + γ′(0)ϕ(0) + ‖~ν‖f̂ ′~ν(0, 0) = µ′(0),

ãäå f ′~ν (0, 0) � ïðîèçâîäíàÿ ïî ~ν = {(a2 − a1)ζ(0) + ξ(0), ζ(0)} îò f â (0, 0) è ‖~ν‖ �
äëèíà ýòîãî âåêòîðà. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì u ∈ C2(G∞) çàäà÷è (1)�(3) íà Ġ∞
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u−(x, t) =
1

a1 + a2

[
a1e
−b2tϕ(x+ a2t) + a2e

−b1tϕ(x− a1t)+

+eBx−At
x+a2t∫
x−a1t

e−Bs[Aϕ(s) + ψ(s)] ds

]
+ F (x, t), (x, t) ∈ G−, (6)

u+(x, t) =
eBx−At

a1 + a2

[
a1e
−B(x+a2t)ϕ(x+ a2t) + a2ϕ(0) +

x∫+a2t
0

e−Bs[Aϕ(s) + ψ(s)] ds

]
+

+ a1e
Bx−At

t∫1(x)

0

χ(a1t1(x), a1ρ) [eAρµ(ρ)−M(ρ)]

a1α(ρ)− β(ρ)− b1[2a1ζ(ρ)− ξ(ρ)]
dρ+ F (x, t), (x, t) ∈ G+.

F (x, t) =
eBx−At

a1 + a2
0 a2(t1(x)−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ +

Â ýòîé òåîðåìå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

[ t∫1(x) x+a∫2(t−τ) ∫t
t1(x)

x+a∫2(t−τ)

x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ

]
,

χ(b, c) = exp

{
a1

∫c/a1
b/a1

γ(ν)− Aα(ν) +Bβ(ν) + b1[(A+ a1B)ζ(ν)−Bξ(ν)]

a1α(ν)− β(ν)− b1[2a1ζ(ν)− ξ(ν)]
dν

}
,

M(t) = Γ̃(t)[K(x+ a2t) + eAt−BxF (x, t)],

K(y) =
1

a1 + a2

a1e
−Byϕ(y) + a2ϕ(0) +

[ ∫y
0

e−Bs(Aϕ(s) + ψ(s)) ds

]
,

2
1Γ̃(t)v(x, t) ≡ {ζ(t)vtt + ξ(t)vxt + (a1ξ(t)− a ζ(t))vxx + [α(t)− 2Aζ(t) +Bξ(t)]vt +

2
1+ [β(t) + (a1B − b1)ξ(t)− 2Ba ζ(t)]vx +

+ [γ(t)− Aα(t) +Bβ(t) + b1(A+ a1B)ζ(t)− b1Bξ(t)]v}|x=0.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò x èëè t, òî
óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû âåðíî áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè èç (4)
è (5) íà f.
Çàìå÷àíèÿ. Â èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ãëàäêîñòè (4) è (5) ïðèíàäëåæíîñòü

èíòåãðàëîâ ìíîæåñòâó C1(G∞) äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ∈ G∞ ýêâèâàëåíòíà èõ
ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì C 0,1(G∞) èëè C1,0(G∞), ãäå ñîîòâåòñòâåííî C 0,1(G∞)
è C1,0(G∞) � ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ ïî x è t è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t
è x ôóíêöèé íà ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè G∞. Ôîðìóëà (6) ïðè a1 = a2 ÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (Ýéëåðà) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè [1]. Êëàññè÷åñêîå
ðåøåíèå F íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ìèíèìàëüíûìè òðåáîâàíèÿìè ãëàäêîñòè
(4), (5) íà ïðàâóþ ÷àñòü f ýòîãî óðàâíåíèÿ îáîñíîâàíî â [2]. Ðåøåíèå è êðèòåðèé
êîððåêòíîñòè çàäà÷è (1)�(3) ïðè b1 = b2 = 0 ïîëó÷åí â [3]. Íàøà òåîðåìà ïðè ζ(t) ≡
≡ ξ(t) ≡ θ(t) ≡ 0 äàåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå è êðèòåðèé êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè íå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïåðâîé êîñîé ïðîèçâîäíîé.
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