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ÏÐÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÏÅÐÂÎÉ
ÊÎÑÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Å.Â. Óñòèëêî, Ô.Å. Ëîìîâöåâ

Ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ïîëíîñòüþ ðåøåíà è äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ
è óñòîé÷èâàÿ âåçäå ðàçðåøèìîñòü âî ìíîæåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ñìåøàííîé
çàäà÷è

(∂t − a2∂x + b2)(∂t + a1∂x + b1)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞ = (0,∞)× (0,∞), (1)

u(x, t)|t=0 = ϕ(x), ∂tu(x, t)|t=0 = ψ(x), x > 0, (2)

[α(t)∂tu(x, t) + β(t)∂xu(x, t) + γ(t)u(x, t)]|x=0 = µ(t), t > 0, (3)

ãäå êîýôôèöèåíòû α, β, γ � çàäàííûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé t, èñõîäíûå äàííûå f,
ϕ, ψ, µ � çàäàííûå ôóíêöèè ñâîèõ ïåðåìåííûõ x, t è ïîñòîÿííûå a1 > 0, a2 > 0,
b1, b2 ∈ (−∞,∞).

Ìíîæåñòâî G∞ = [0,∞) × [0,∞) ðàçáèâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé x = a1t íà äâà
ìíîæåñòâà G− = {(x, t) ∈ G∞ : x > a1t > 0} è G+ = {(x, t) ∈ G∞ : 0 6 x 6 a1t}.
Äîêàçàíà
Òåîðåìà. Ïóñòü â ãðàíè÷íîì ðåæèìå (3) êîýôôèöèåíòû α, β, γ ∈ C2(R+) è õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïåðâàÿ êîñàÿ ïðîèçâîäíàÿ a1α(t) = β(t), γ(t) 6= b1α(t), t ∈ R+ =
= [0,∞). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1)�(3) íà Ġ∞ èìåëà åäèíñòâåííîå è
óñòîé÷èâîå ïî ϕ, ψ, f, µ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(G∞) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè

ϕ ∈ C2(R+), ∈ C1(R+), f ∈ C(G∞), µ ∈ C2(R+),

t∫
0

f(x+ a2(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (4)

a2

a1

t∫0(x)

0

f(a2(t0(x)− τ), τ) dτ −
∫t

t0(x)

f(x− a1(t− τ), τ) dτ ∈ C1(G∞), (5)

β(t)ϕ′′′(a2t), β(t)ψ′′(a2t), β(t)
∂2

∂t2

(∫t
0

f(a2(t− τ), τ) dτ

)
∈ C(R+)

è òðåõ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

α(0)[a1ϕ
′(0) + ψ(0)] + γ(0)ϕ(0) = µ(0),

α(0)[f(0, 0)− (a1b2 − a2b1)ϕ′(0) + a2ψ
′(0) + a1a2ϕ

′′(0)− (b1 + b2)ψ(0)− b1b2ϕ(0)] +

+ α′(0)[a1ϕ
′(0) + ψ(0)] + γ′(0)ϕ(0) + γ(0)ψ(0) = µ′(0),
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α(0)[
√
a2

2 + 1f ′~ν2(0, 0)− (b1 + b2)f(0, 0) + a2((a2 − a1)b1 − 2a1b2)ϕ′′(0) +

+ (a1b
2
2 + (a1 − 2a2)b2b1 − a2b

2
1)ϕ′(0) + (a1b1 − a2b1 − 2a2b2)ψ′(0) +

+ a1a
2
2ϕ
′′′(0) + a2

2
′′(0) + (b2b

2
1 + b2

2b1)ϕ(0) + (b2
1 + b2b1 + b2

2)ψ(0)] +

+ 2α′(0)[f(0, 0) + (a2b1 − a1b2)ϕ′(0) + a1a2ϕ
′′(0) + a2ψ

′(0)− b1b2ϕ(0)− (b1 + b2)ψ(0)] +

+ γ(0)[f(0, 0) + (a2b1 − a1b2)ϕ′(0) + a1a2ϕ
′′(0) + (a2 − a1)ψ′(0)− b1b2ϕ(0)−

− (b1 + b2)ψ(0)] + α′′(0)(a1ϕ
′(0) + ψ(0)) + ϕ(0)γ′′(0) + 2ψ(0)γ′(0) = µ′′(0),

ãäå f ′~ν2(0, 0) � çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ~ν2 = {a2, 1} îò f ïðè x = 0 è
t = 0.

Ýòèì êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì íà Ġ∞ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u−(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e
−b2tϕ(x+ a2t) + a2e

−b1tϕ(x− a1t) +

+

x+a2t∫
x−a1t

eB(x−s)−A t[Aϕ(s) + ψ(s)] ds

}
+ F (x, t), (x, t) ∈ G−,

u+(x, t) =
1

a1 + a2

{
a1e
−b2(t− x

a1
)

[
e−b2x/a1ϕ(x+ a2t)− e−b1x/a1ϕ

(
a2

(
t− x

a1

))]
+

+

x+a2t∫
a2(t−x/a1)

eB(x−s)−A t[Aϕ(s) + ψ(s)] ds

}
+ a−1

1

(
γ

(
t− x

a1

)
− b1α

(
t− x

a1

))−1

×

× e−b1x/a1
{
a1µ

(
t− x

a1

)
− e−b2(t− x

a1
)
β

(
t− x

a1

)[
a1ϕ

′
(
a2

(
t− x

a1

))
+ b1ϕ

(
a2

(
t− x

a1

))
+

+

(
a2

(
t− x

a1

))
+

t0(x)∫
0

eb2τf

(
a2(t0(x)− τ), τ

)
dτ

]}
+ F (x, t), (x, t) ∈ G+.

Â ýòîé òåîðåìå èñïîëüçîâàëèñü îáîçíà÷åíèå t0(x) = t − x/a1 â G+, t0(x) = 0 â
G− è ñïåöèàëüíîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) â G∞ èç [1]

F (x, t) =
eBx−At

a1 + a2
0 a2(t0(x)−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ +

[ t∫0(x) x+a∫2(t−τ) ∫t
t0(x)

x+a∫2(t−τ)

x−a1(t−τ)

eAτ−Bsf(s, τ) ds dτ

]
.
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Ñëåäñòâèå [1]. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëüêî îò x èëè
t, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè (4), (5)
íà f.
Çàìå÷àíèÿ. Äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) óêàçàííàÿ â òðåáîâàíèÿõ (4), (5) ïðè-

íàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ïåðåìåííûõ x è t ìíîæåñòâó
C1(G∞) ýêâèâàëåíòíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì C(1,0)(G∞) èëè C(0,1)(G∞).
Çäåñü C(1,0)(G∞) è C(0,1)(G∞) � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ïî x è t è íåïðåðûâíûõ ïî t è x ôóíêöèé íà G∞. Íàøà òåîðåìà ïðè
α ≡ β ≡ 0, γ(t) 6= 0, t ∈ R+, äàåò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå
è êðèòåðèé êîððåêòíîñòè ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Â ñëó÷àå a1 =
= a2, b1 = b2 = 0, f = 0 è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïåðâûõ êîñûõ ïðîèçâîäíûõ ýòà çàäà÷à
èññëåäîâàëàñü â [2], à â ñëó÷àå a1 = a2, b1 = b2 = 0, f 6= 0 è íå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïåðâûõ êîñûõ ïðîèçâîäíûõ îíà ïîëíîñòüþ èçó÷åíà â [3].
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