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Â.À. Øèëèíåö

Ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�5].

Êàê èçâåñòíî [1�3], ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
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íàçûâàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå u = u(x, y), åñëè ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ F (u) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè êîëåáàíèé êàê àêóñòè÷åñêèõ, òàê è ýëåêòðîìàãíèòíûõ, îñ-
íîâíîå çíà÷åíèå èìååò óðàâíåíèå
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ãäå a � êîíñòàíòà, u � ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y, z è t, êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïëîñêèé ñëó÷àé, ò.å. êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u íå çàâè-
ñèò îò îäíîé èç êîîðäèíàò, íàïðèìåð îò êîîðäèíàòû z, âîëíîâîå óðàâíåíèå (1) áóäåò
èìåòü âèä

∂u

∂x2
+
∂u

∂y2
=

1

a2

∂u

∂t2
, (2)

ãäå u � ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y è t.
Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) Â.È. Ñìèðíîâûì è Ñ.Ë. Ñîáîëåâûì [4] áûë ïîëó÷åí

êëàññ ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, êîòîðûé çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

l(u)t+m(u)x+ n(u)y − k(u) = 0, (3)

ãäå l2(u) = a2(m2(u) + n2(u)). Ïðîñòåéøèå ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïîëîæèòü l,m è n ïîñòîÿííûìè, à ôóíê-
öèþ k(u) ðàâíîé u. Òîãäà ôîðìóëà (3) ïðèíèìàåò âèä

u = lt+mx+ ny,

ãäå (m2 +n2)a2 = l2. Ñëåäîâàòåëüíî, u = f(mx+ny+ lt) ïðè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f áóäåò òàêæå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u óðàâíåíèÿ (2) � äóàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x, y è t [6]. Öåëü ñòàòüè � ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äëÿ îäíîãî êëàññà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2).

Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü òðåõìåðíîãî äåéñòâèòåëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E3(x, y, t). Ðàññìîòðèì äóàëüíûå ôóíêöèè âèäà f = f1(x, y, t) + εf2(x, y, t), u =
= x+ iy + εf, ãäå f1, f2 � äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå ôóíêöèè òî÷êè (x, y, t)
îáëàñòè D; i2 = −1, ε2 = 0. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê M(x, y, t) è M ′(x′, y′, t′) îáëàñòè D
ïîëàãàåì 4f = f(M ′)− f(M), 4u = u(M ′)− u(M).
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Îïðåäåëåíèå 1. Äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîãåííîé â ñìûñëå Â.Ñ. Ôå-
äîðîâà (F-ìîíîãåííîé) [7] ïî äóàëüíîé ôóíêöèè u â îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ θ = θ1(x, y, t) + εθ2(x, y, t)(θi(x, y, t) (i = 1, 2)) � îäíîçíà÷-
íûå äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå ôóíêöèè òî÷êè (x, y, t) îáëàñòè D), ÷òî äëÿ
ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè M ∈ D è ëþáîé ïåðåìåííîé òî÷êè M ′ ∈ D èìååì
4f = θ(M)4u+ α(M,M ′), ãäå α(M,M ′)/ρ→ 0 ïðè ρ→ 0, ρ = |MM ′|.
Îïðåäåëåíèå 2. Äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-èíâàðèàíò-

íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2), åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ f, ìîíîãåííàÿ â ñìûñëå Â.Ñ. Ôå-
äîðîâà ïî ôóíêöèè u, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ u = x+ iy + εt ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíî-èíâàðèàíòíûì ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2).

Ïóñòü V � òðåõìåðíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé σ (σ ⊂ D, V ⊂ D).
Äëÿ ôóíêöèè f = f1(x, y, t) + εf2(x, y, t) è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M(x0, y0, z0) ∈/ σ

ïîëàãàåì [8]

Iσ =

∫
σ

{α1(ϕ′x − iϕ′y − εϕ′t) + α2(iϕ′x + iϕ′y) + α3(εϕ′x + ϕ′t)}f dσ, (4)

ãäå α1, α2, α3 � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè σ â åå òå-
êóùåé òî÷êå P (x, y, t),

r =
√
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.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D,M ∈/ V .
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé äóàëüíîé ôóíêöèè f, F-ìîíîãåííîé ïî äóàëüíîé ôóíêöèè

u â îáëàñòè D, èìååì Iσ = 0, ãäå Iσ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (4).
Òåîðåìà 2. Åñëè äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ F-ìîíîãåííîé ïî äóàëüíîé ôóíê-

öèè u â îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M, ëåæàùåé âíóòðè V, èìååì

f(M) =
1

4π

∫
σ

{(α1ϕ
′
x + α2ϕ

′
y + α3ϕ

′
t) + (α2ϕ

′
x − α1ϕ

′
y)i+ (α3ϕ

′
x − α1ϕ

′
t)ε}f dσ.
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