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Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′ +
1

x
u = 0.

Åãî êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ åñòü ôóíêöèè âèäà

u(x) =

{
C1/x, x < 0;

C2/x, x > 0.
, (1)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u(−1)= −
−C1 åñòü u(x) = C1/x ïðè x < 0, êîòîðîå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè x→ −0, ïðè
ýòîì â êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïî C1 íàéòè C2, ò.å. ïðîäîëæèòü ýòî ðåøåíèå íà ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîñü.

Ðàññìîòðèì, êàê âîïðîñ î ðåøåíèè èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ
òåîðèè ìíåìîôóíêöèé, â êîòîðîé ïðèäàåòñÿ ñìûñë ïîíÿòèþ ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé [1, 2].

Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè 1/x ñîîòâåòñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ðàñïðå-
äåëåíèé âèäà P (1/x)+Cδ, ïîýòîìó ïåðâîå óòî÷íåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ìû äîëæíû âûáðàòü îäíî èç ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé a = P (1/x) + Cδ è ðàñ-
ñìîòðåòü óðàâíåíèå ñ îáîáùåííûì êîýôôèöèåíòîì

u′ +

[
P

(
1

x

)
+ Cδ

]
u = 0. (2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðâîîáðàçíîé ðàñïðåäåëåíèÿ a ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ g(x) = ln |x|+ CΘ(x), ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) åñòü

u(x) = C1 exp[−g(x) + g(−1)] =

{
C1/x, x < 0;

C1e
−C/x, x > 0.

Ýòî ôóíêöèÿ âèäà (1), ó êîòîðîé C2 = e−CC1.
Ìîæíî ëè ýòó ôîðìàëüíî ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ u ñ÷èòàòü ðåøåíèåì â ñìûñëå

ðàñïðåäåëåíèé? Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòîé ôóíêöèè, êàê è 1/x, ñîîò-
âåòñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé U è ïîýòîìó íóæíî âûÿñíèòü, äëÿ êàêîãî
U ìîæíî ãîâîðèòü î âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà

U ′ + aU = 0. (3)

Òàê êàê U ′ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì, ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà
ñèíãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé a è U òàêîâà, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì.
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Òî÷íûé ñìûñë ñêàçàííîìó ïðèäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáùåãî ïîäõîäà òåîðèè ìíåìî-
ôóíêöèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîýôôèöèåíò a ñëåäóåò çàìåíèòü íà åãî àïïðîêñèìàöèþ
ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè aε, ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

u′ε(x) + aε(x)uε(x) = 0 (4)

è èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñåìåéñòâà åãî ðåøåíèé

uε(x) = C1 exp

[
−

x∫
−1

aε(s) ds

]
.

Åñëè uε → U, òî èç óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî aεuε → −U ′, ò.å. ïðîèçâåäåíèå
çàäàííûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ a è U àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì.

Â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ a ñåìåéñòâàìè âèäà

aε(x) = a+(x+ iε)− a−(x− iε),

ãäå ïàðà ôóíêöèé (a+, a−) åñòü àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Êîøè [3], ïðåäåë ðåøå-
íèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà a = P (1/x) ± iπδ. Òîãäà ðåøåíèåì (4)
ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî uε(x) = C1aε(x), êîòîðîå ñõîäèòñÿ ê C1a. Ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå
C2 = C1, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì.

Åñëè â óðàâíåíèè âèäà (3) êîýôôèöèåíò a åñòü ðàöèîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å.
â àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êîòîðîãî ôóíêöèè a± ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ðà-
öèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, òî íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå
U òîæå ðàöèîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ïàðà ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé a è U
äîëæíà áûòü òàêîâà, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñèëó òîãî, ÷òî
äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èçâåñòíû âñå ïàðû ðàñïðåäåëåíèé, ïðîèçâåäåíèå
êîòîðûõ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì, âîïðîñ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óñëîâèé íà
ðàñïðåäåëåíèå a, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå U áóäåò ðàöèîíàëüíûì.

Îïèñàíèå âñåõ ïàð ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ åñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå, äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü ðàöèîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå f èìååò ñèíãóëÿðíûé íîñèòåëü

Sf = {ξk : Im ξk = 0}, ìíîæåñòâî Sg = {ηk : Im ηk = 0} åñòü ñèíãóëÿðíûé íîñè-
òåëü ðàöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ g, à S = Sf

⋂
Sg = {z1, . . . , zm}. Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî êðàòíîñòü nk òî÷åê zk, 1 6 k 6 m, îäèíàêîâà äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé f è g.

Ïóñòü f = (f+, f−), ãäå

f+(z) =
∑
zk∈S

nk∑
j=1

A+
kj

(z − zk)j
+

∑
ξk∈Sf\S

qk∑
j=1

C+
ij

(z − ξk)j
+

n+∑
k=1

p+k∑
j=1

D+
kj

(z − νk)j
, Im νk < 0;

f−(z) =
∑
zk∈S

nk∑
j=1

A−kj
(z − zk)j

+
∑

ξk∈Sf\S

qk∑
j=1

C−ij
(z − ξk)j

+
n−∑
k=1

p−k∑
j=1

D−kj
(z − νk)j

, Im νk > 0;

è ðàñïðåäåëåíèå g = (g+, g−), ãäå

g+(z) =
∑
zk∈S

nk∑
j=1

B+
kj

(z − zk)j
+

∑
ηk∈Sg\S

rk∑
j=1

C̃+
ij

(z − ηk)j
+

s+∑
k=1

l+k∑
j=1

D̃+
kj

(z − µk)j
, Imµk < 0;
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g−(z) =
∑
zk∈S

nk∑
j=1

B−kj
(z − zk)j

+
∑

ηk∈Sg\S

rk∑
j=1

C̃−ij
(z − ηk)j

+
s−∑
k=1

l−k∑
j=1

D̃−kj
(z − µk)j

, Imµk > 0.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé Ra(f)Ra(g) àññîöèèðîâàíî ñ íå-
êîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî k, 1 6 k 6 m,
ñóùåñòâóþò ÷èñëà tk, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

B+
kj = tkA

+
kj, B−kj = −tkA−kj.

Ëèòåðàòóðà

1. Àíòîíåâè÷ À.Á., Øàãîâà Ò. Ã., Øêàäèíñêàÿ Å.Â. Àëãåáðà ìíåìîôóíêöèé íà îêðóæíîñòè
// Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè è òåõíèêè. 2018. � 3 (36). Ñ. 55�62.

2. Àíòîíåâè÷ À.Á., Øàãîâà Ò. Ã. Âëîæåíèå ðàñïðåäåëåíèé â àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé íà îêðóæ-
íîñòè // Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè è òåõíèêè. 2018. � 4 (37). Ñ. 52�61.

3. Áðåìåðìàí Ã. Ðàñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ì.: Ìèð, 1965.


