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ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÌÀÐÊÎÂÀ � ÑÒÈËÒÜÅÑÀ ÌÅÐ
È ÅÃÎ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÒÅÎÐÈÈ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÑÈÃÍÀËÎÂ

À.Ð. Ìèðîòèí, È.Ñ. Êîâàë¼âà

Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôèëüòðîâ
ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ôèëüòðîâ ñ
÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè òèïà Ìàðêîâà�Ñòèëòüåñà.
Äàííûå ôèëüòðû ìîãóò õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòüñÿ ôèëüòðàìè ñ ðàöèîíàëüíûìè ñè-
ñòåìíûìè ôóíêöèÿìè(ñì., íàïðèìåð, [1�3]), êîòîðûå õîðîøî èçó÷åíû è ïðåäñòàâëÿþò
áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]).
Îïðåäåëåíèå [6, ãë. 6]. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ìàðêîâà�Ñòèëòüåñà ìåðû µ ∈

∈M b([0, 1],C) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ ïðè z ∈ C\[1,+∞) ñîîòíîøåíèåì

Sµ(z) =

1∫
0

dµ(t)

1− tz
. (1)

Ïðè z ∈ [1,+∞) èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë

Sµ(z) = lim
ε→+0

∫
[0,1]

⋂
{|t−1/z|>ε}

dµ(t)

1− tz
.

Ïóñòü Dx(k) = x(k − 1) � îïåðàòîð ñäâèãà â `2(Z). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

F (D) :=
∞∑
n=0

h(n)Dn,

îïðåäåëåííûé ïåðâîíà÷àëüíî íà ôèíèòíûõ ñëåâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ èç `2(Z).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F (z) = Sµ(z). Åñëè

∫1

0

d|µ|(t)
1− t

<∞, (2)

òî îïåðàòîð F (D) îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñòàöèîíàðíîãî, êàóçàëüíîãî è óñ-
òîé÷èâîãî ôèëüòðà ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé F è àìïëèòóäíûì èñêàæåíèåì
‖F‖H∞ ; ïðè ýòîì ‖F (D)‖ = ‖h‖`1 è

F (D) =

∫
[0,1)

(I − tD)−1 dµ(t),

ãäå èíòåãðàë Áîõíåðà ñõîäèòñÿ ïî íîðìå îïåðàòîðà.
Ïðè µ > 0 óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íåîáõîäèìûì äëÿ íàëè÷èÿ ó îïåðà-

òîðà F (D) ñòàöèîíàðíîãî è êàóçàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå
ôèëüòð F (D) îáðàòèì, è åãî îáðàòíûé èìååò âèä

F (D)−1 = −
F1

(
1
)

(D−1)D,
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ãäå F1 åñòü ôóíêöèÿ èç R1 ñ ïðåäñòàâëÿþùåé ìåðîé µ, à (1/F1)(D−1) ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå Q1-èñ÷èñëåíèÿ.

Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ôèëüòðû âèäà F (D) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ìåðîé îáëàäàþò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò
ýòè ôèëüòðû â òåðìèíàõ èõ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ñèñòåì-
íîé ôóíêöèè), à òàêæå â òåðìèíàõ èõ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Φ åñòü ñòàöèîíàðíûé è êàóçàëüíûé ôèëüòð ñ ñèñòåìíîé

ôóíêöèåé H̃ è èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé W. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíî-
ñèëüíû:

1) Φ èìååò âèä F (D), ãäå F = Sµ, µ ∈M b
+([0, 1]).

2) Ôóíêöèÿ H̃(1/z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 5 èç [7].
3) ∆nW (k) > 0 (k, n ∈ Z+), ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W âïîëíå ìîíîòîííà.
Ïðè ýòîì F (z) = H̃(1/z), à W � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ìåðû µ.
Òåîðåìà 3. Ñòàöèîíàðíûé êàóçàëüíûé ôèëüòð Φ ñ ñèñòåìíîé ôóíêöèåé H̃

èìååò âèä F (D), ãäå F = Sµ, µ ∈M b ([0, 1],C) , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíê-
öèÿ H̃(1/z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4 èç [7]. Ïðè ýòîì F (z) = H̃(1/z).
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