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Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâÿçíîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó
ãðàôó G(V,E). Âåðøèíó va âûáåðåì èñòî÷íèêîì òîêà, vb � ñòîêîì, îáùèé òîê I ïî
öåïè ïðèìåì çà åäèíèöó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî (vi, vj) îáëàäàåò ïðîâîäèìîñòüþ
cij = 1 (cij = 0, åñëè òàêîãî ðåáðà íåò â E). Ïî çàêîíàì Êèðãõîôà è Îìà, ïîòåíöèàëû
âåðøèí óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìà óðàâíåíèé

Lu = 1a − 1b, (1)

ãäå L � ìàòðèöà Ëàïëàñà ãðàôà, ò.å. ðàçíîñòü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñòåïåíåé âåðøèí
è ìàòðèöû ñìåæíîñòè, u � âåêòîð ïîòåíöèàëîâ â âåðøèíàõ, 1i � âåêòîð ñ åäèíèöåé
íà i-é ïîçèöèè è íóëÿìè íà îñòàëüíûõ.

Îïåðàòîð L � äèñêðåòíûé àíàëîã îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = div grad. Äèñêðåòíûé
ãðàäèåíò d : L2(V )→ L2(E) îïðåäåëèì êàê (df)(e) = f(e+)−f(e−), e+ è e− � êîíöû
ðåáðà e ∈ E, çíàêè ¾+ ¿ è ¾− ¿ îçíà÷àþò íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà âäîëü
ðåáðà. Äèñêðåòíóþ äèâåðãåöèþ d∗ : L2(E)→ L2(V ) îïðåäåëèì êàê

(d∗f)(v) =
∑
e∈E
v=e−

f(e)−
∑
e∈E
v=e+

f(e), v ∈ V.

Òîãäà L áóäåò ðàâåí −d∗d.
Ñîïðîòèâëåíèå Ra,b â öåïè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Ra,b = (ua − ub)/I.
Çàìå÷àíèå. Ðàíã ìàòðèöû L ðàâåí |V | − 1, òàê ÷òî îäèí èç ïîòåíöèàëîâ ìîæíî

ñðàçó çàôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ub = 0. Òîãäà Ra,b = ua
Ïóñòü èìååòñÿ ãðóïïà Γ è åå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî T áåç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà,

òàêîå ÷òî ∀t ∈ T : t−1 ∈ T. Ãðàô Êýëè Cay (Γ, T ) íàä ãðóïïîé Γ ñ ïîðîæäàþùèì
ìíîæåñòâîì T � ýòî ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � ýëåìåíòû Γ, è äâå âåðøèíû g1, g2

ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g2g
−1
1 ∈ T.

Òåîðåìà. Ïóñòü Gn = Cay (Γn, Tn), n ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿçíûõ âëî-
æåííûõ ãðàôîâ Êýëè, ò.å. Γn < Γn+1, Tn ⊂ Tn+1. Åñëè

1) ∃µ, b > 0 òàêèå, ÷òî diam (Gn) 6 b logµ |Γn| ∀n ∈ N;
2) ∃ν, c > 0 òàêèå, ÷òî dn := |Tn| > c logν |Γn| ∀n ∈ N,

òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ Ru,v = O(1/d1−ε
n ) äëÿ ëþáûõ n ∈ N è u, v ∈ Vn.

Åñëè ê òîìó æå
3) ∃α ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî |Γn+1| 6 |Γn| exp(nα);
4) ∀n ∈ N ãðàô Gn � äâóäîëüíûé è ∃s > 2, t > 3, t > s òàêèå, ÷òî Gn íå

ñîäåðæèò ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ Ks,t ∀n ∈ N,
òî Ru,v = Θ(1/dn) äëÿ ëþáûõ n ∈ N è u, v ∈ Vn.
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