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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux|y=0 = 0, uy|y=0 = 0, ux|y=δ(x) = U(x). (3)

Ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó Ïðàíäòëÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîãî òóð-
áóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû δ(x) â ñëó÷àå ïëîñêîãî íåñæèìà-
åìîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè [1, ñ. 521; 2, ñ. 368], ïðè ýòîì â ïîëíîì íàïðÿæåíèè òðåíèÿ

τ = τl + τt èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ïðàíäòëÿ [1, ñ. 524; 2, ñ. 97] äëÿ òóðáóëåíòíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ òðåíèÿ τt = ρκ2y2|(∂ux/∂y)|(∂ux/∂y), τl � ëàìèíàðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ; çíàê
óñðåäíåíèÿ ñêîðîñòè îïóùåí. Èñêîìûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè δ(x) è τ0(x) � êàñàòåëü-
íîå íàïðÿæåíèå.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:
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ãäå f(s) � ðåäóöèðîâàííàÿ ôîðìà áåçðàçìåðíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ψ(x, y)
[3]; ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àýðî- è ãèäðîäèíàìèêè, òåïëîôèçèêè â (1)�(3)
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïîëóýìïèðè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ f(s), (ñì., íàïðèìåð,
[1, ñ. 604]); â ëàìèíàðíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè [1, ñ. 197]. Â ðàáîòå [4] â âûðàæåíèè
äëÿ ψ äîïóùåíà î÷åâèäíàÿ îïå÷àòêà âî âòîðîì ñëàãàåìîì. Ââåäåííûå âåëè÷èíû ñâÿ-
çàíû ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè âåëè÷èíàìè δ1(x) = α2δ(x), δ2(x) = α1δ(x) [1, ñ. 137, 194]
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâ

ϕ+ ψ = α1, a+ b = 2α1 + α2.
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Â èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ ïðåèìóùåñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû, îñíîâàí-
íûå íå íà óðàâíåíèÿõ Ïðàíäòëÿ (1), (2), à íà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ, êîòîðûå
ìîæíî ïîëó÷èòü èëè ñïåöèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé, èëè ïóòåì
íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ê ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ è ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè [2, ñ. 338]. Îäíàêî ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ çà-
ìêíóòûìè [2, ñ. 340; 5, ñ. 352].

Â [6] ïðåäëîæåí àíàëèòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�
(3), îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ψ(x, y),
ïîëó÷àåìîé ïî ðàçðàáîòàííîìó àëãîðèòìó. Èíòåãðàëüíûì ìåòîäîì [3] â [4] ïîëó÷åíî
ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ: òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ δ(x), τ0(x).

Â ñëó÷àå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â [7] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [3] ïîëó÷åíî çàìêíóòîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ δ(x) :
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ϕ
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U(x)
δ2(x)− Jδ(x)− 2ν

ϕU(x)
= 0, (4)

ãäå U ′(x) = dU(x)/dx, J = J [f, κ] � íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäå-
ëÿåìûé íà îñíîâå ôîðìóëû Ïðàíäòëÿ äëÿ òóðáóëåíòíîãî íàïðÿæåíèÿ τt; κ � áåçðàç-
ìåðíûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïîëóýìïèðè÷åñêèì ìåòîäèêàì
[1, ñ. 532; 8, ñ. 103, 111].

Ñîîòíîøåíèå (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Àáåëÿ âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî
δ(x). Â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ â [4] ïîëó÷åíî çàìêíóòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå äëÿ δ(x), δ(0) = 0:

δ2(x) =
2ν

ϕ
(U(x))−k
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0

(U(s))k−1 ds, (5)

ãäå k = 2b/ϕ. Â ñëó÷àå U = const èç (5) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà, ïðèâå-
äåííàÿ â [3].

Áîëåå îáîçðèìûì è óäîáíûì äëÿ àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, âûòå-
êàþùåå èç (4),

z(x) =

∫x
K(x, s)[Jz1/2(s) + g(s)] ds, (6)

0

ãäå z(x) = δ2(x), K(x, s) = (U(s)/U(x))m, g(s) = 2ν/ϕU(s). Â ñëó÷àå U = const
ôóíêöèÿ δ(x) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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ïîëó÷àåìûì èç (6).
Â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì [3, 4, 6, 7], ïîëó÷åíî çà-

ìêíóòîå (â ðàìêàõ ãèïîòåçû Ïðàíäòëÿ î ñòðóêòóðå τt) ñîîòíîøåíèå äëÿ êàñàòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ τ0(x) :

τ0(x) =

(
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ϕ

)
µU

δ
+

(
a− bψ

ϕ

)
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ϕ

)
κ2J0[f ]ρU2, (7)

ãäå J0[f ] � ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëà J [f, κ] = (2κ2/ϕ)J0[f ].
Â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ èç (7) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå [4] äëÿ

τ0(x).

Ëèòåðàòóðà

1. Øëèõòèíã Ã. Òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ì.: Íàóêà, 1974.
2. Åìöåâ Á.Ò. Òåõíè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1987.
3. Ëàïòèíñêèé Â.Í. Îá îäíîì àíàëèòè÷åñêîì ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì ëàìèíàð-

íîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå â àâòîìîäåëüíîì ñëó÷àå // Ó÷. çàïèñêè ÖÀÃÈ. 2013. Ò. XLIV. � 5. Ñ. 72�93.
4. Ëàïòèíñêèé Â.Í. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì ëàìèíàðíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå // XVI

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ¾Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ �
2017¿: òåç. äîêë. Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô., Ìèíñê, 16�20 ìàÿ 2017 ã. Ìí., 2017. ×. 2. Ñ. 43.

5. Àâäóåâñêèé Â.Ñ., Ãàëèöåéñêèé Ã.À. è äð. Îñíîâû òåïëîïåðåäà÷è â àâèöèîííîé è ðàêåòíî-
êîñìè÷åñêîé òåõíèêå. Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1974.

6. Ëàïòèíñêèé Â.Í. Êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä àíàëèçà çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì òóðáóëåíòíîì
ïîãðàíè÷íîì ñëîå // Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ
ÌÃÓ èì. À.À. Êóëåøîâà ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû åñòåñòâåííûõ íàóê è èõ ïðåïîäàâàíèÿ¿: ñá. íàó÷.
ñòàòåé Ìåæäóíàð. íàó÷.-ïðàêò. êîíô., Ìîãèëåâ, 20�22 ôåâðàëÿ 2013 ã. Ìîãèëåâ, 2013. Ñ. 86�89.

7. Ëàïòèíñêèé Â. Í. Îá îäíîé çàäà÷å Ïðàíäòëÿ // 9-é ìåæäóíàð. ñåìèíàð ¾Àíàëèòè÷åñêèå ìå-
òîäû àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÀÌÀÄÅ�2018)¿: Òåç. äîêë., Ìèíñê, 17�21 ñåíòÿáðÿ
2018 ã. Ìí.: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè, 2018. Ñ. 49�50.

8. Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ. Îñíîâû òåîðèè òåïëîîáìåíà. Ì.: Àòîìèçäàò, 1979.


