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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÅËÅÊÒÎÐÎÂ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ
Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀÌÈ

À.À. Ëåâàêîâ

Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; (Ω,F, P ) � ïîëíîå âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft; µ � ìåðà Ëåáåãà íà îòðåçêå [0, a]; Λ([0, a]) �
σ-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ïîäìíîæåñòâ èç [0, a]; β([0, a]) � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåá-
ðà íà [0, a]; P(X) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ èç X; Pcc(X) � ìíîæåñòâî
âñåõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ èç X. Åñëè µ̃ � ìåðà íà [0, a]× Ω
òàêàÿ, ÷òî µ̃(A×B) = µ(A)×P (B) ∀A ∈ Λ([0, a]), B ∈ F, òî ÷åðåç µ×P îáîçíà÷àåì
ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̃, à ÷åðåç Π � σ-àëãåáðó (µ × P )-èçìåðèìûõ ïîä-
ìíîæåñòâ èç [0, a]× Ω, è ÷åðåç β([0, a])× F � σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâàìè
A×B, A ∈ β([0, a]), B ∈ F. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : [0, a]×Ω→ P(X) íàçûâà-
åì Π-èçìåðèìûì ((β([0, a])×F)-èçìåðèìûì), åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
D ⊂ X èìååì

{(t, ω) : F (t, ω)
⋂
D 6= ∅} ⊂ Π ({(t, ω) : F (t, ω)

⋂
D 6= ∅} ⊂ β([0, a])× F.

ßñíî, ÷òî (β([0, a])× F)-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ Π-èçìåðèìûì.
Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : [0, a] × Ω → P(X) íàçûâàåì (Ft)-ñîãëàñîâàííûì,

åñëè ïðè êàæäîì t̄ ∈ [0, a] îòîáðàæåíèå F (t̄, ω) � (Ft̄)-èçìåðèìî.
Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåì ïðîãðåñèâíî èçìåðèìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî

t ∈ [0, a] {(s, ω) : s 6 t, F (s, ω)
⋂
D 6= ∅} ⊂ β([0, t])×Ft, ãäå β([0, t]) � áîðåëåâñêàÿ σ-

àëãåáðà íà [0, t].
Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : [0, a] × Ω → P(X) íàçûâàåì èíòåãðàëüíî îãðàíè-

÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ λ : [0, a]×Ω→ R+ òàêàÿ,
÷òî F (t, ω) ⊂ B(0, λ(t)) äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω) ∈ [0, a] × Ω, ãäå B(0, λ(t)) =
= {x ∈ X : ‖x‖ 6 λ(t)}.

×åðåç L1([0, a]× Ω, µ× P,Π, X) îáîçíà÷àåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Π-èçìåðèìûõ
èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó îòîáðàæåíèé h : [0, a] × Ω → X (òî÷íåå êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè òàêèõ îòîáðàæåíèé) ñ íîðìîé ‖h‖ =

∫
[0,a]×Ω

‖h(t, ω)‖ d(µ× P ) < +∞.
Îòîáðàæåíèå f : [0, a]×Ω→ X íàçûâàåì ñåëåêòîðîì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

F : [0, a]×Ω→ P(X), åñëè f(t, ω) ∈ F (t, ω) äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω) ∈ [0, a]×Ω.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü fn(t, ω) � èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ôóíêöèé èç L1([0, a]×Ω, µ× P,Π, X). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(t, ω) îò-
íîñèòåëüíî ñëàáî êîìïàêòíà â L1([0, a] × Ω, µ × P,Π, X) è, åñëè g(t, ω) � åå ñëàáûé
ïðåäåë, òî äëÿ (µ×P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω) ∈ [0, a]×Ω èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå g(t, ω) ∈
∈
⋂∞
m=1 co

⋃∞
j=m fj(t, ω).

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 êàæäûé ñëàáûé ïðåäåë g(t, ω) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåëåêòîðîâ fn(t, ω) ∈ L1([0, a]×Ω, µ×P,Π, X) ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ F : [0, a]× Ω→ Pcc(X) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ g(t, ω) ∈ F (t, ω) äëÿ
(µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω).
Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(t, ω) ∈ L1([0, a] × Ω, µ × P,Π, X) ñóùå-

ñòâóåò (β([0, a]) × F)-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ h(t, ω) òàêàÿ, ÷òî g(t, ω) = h(t, ω) äëÿ
µ× P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω).

Ïóñòü E(h|Ft) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ h(t, ω) îòíîñè-
òåëüíî ïîòîêà Ft. Ñîãëàñíî òåîðåìå Îíäðåæàòà óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
E(h|Ft) = x(t, ω) ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå x(t, ω) ïðîãðåññèâíî
èçìåðèìî.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü F : [0, a]×Ω→ Pcc(X) � (β([0, a])×F)-èçìåðèìîå (Ft)-
ñîãëàñîâàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, h(t, ω) � (β([0, a])× F)-èçìåðèìûé ñåëåê-
òîð îòîáðàæåíèÿ F, E(h|Ft) � ïðîãðåññèâíî èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, îáðàçîâàííîå
óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè. Òîãäà äëÿ (µ × P )-ïî÷òè âñåõ (t, ω) ∈
∈ [0, a]× Ω âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå E(h|Ft) ∈ F (t, ω).
Òåîðåìà. Ïóñòü F : [0, a]×Ω→ Pcc(X) � (β([0, a])× F)-èçìåðèìîå (Ft)-ñîãëàñî-

âàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, fn(t, ω) ∈ L1([0, a]×Ω, µ×P,Π, X) � èíòåãðàëüíî
îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåëåêòîðîâ îòîáðàæåíèÿ F. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ â L1([0, a]×Ω, µ×
×P,Π, X) ê (β([0, a])×F)-èçìåðèìîìó îòîáðàæåíèþ h, äëÿ êîòîðîãî óñëîâíûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E(h|Ft) = x(t, ω) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îòîáðàæå-
íèå x ÿâëÿåòñÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì ñåëåêòîðîì äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ F.

Ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ñåëåêòîð x èç òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
îáùåé òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè
÷àñòÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.


