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Îáîáùåííîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû ñî ñòðóêòóðîé Äàðâèíà�Êîêñà,
ó÷èòûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ÷àñòèöû ïî ñôåðå êîíå÷íîãî ðàäèóñà, èññëåäóåòñÿ
ñ ó÷åòîì âíåøíåãî êóëîíîâñêîãî ïîëÿ. Ïðîâåäåíî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííîå
ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå ñóùåñòâåííî ñëîæíåå óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå îáû÷íîé ÷àñòèöû,
îíî èìååò ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè r = 0 ðàíãà 3, r = ∞ ðàíãà 2 è 4 ðåãóëÿðíûå
îñîáûå òî÷êè. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà íàéäåííûõ ðàäèàëüíûõ óðàâíåíèé,
èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþùèõ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ (îíè îêàçûâàþòñÿ ñîîòâåñòâåííî 7-÷ëåííûìè è 8-÷ëåííûìè).

×èñëåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ äëÿ íàéäåííûõ óðàâíåíèé
ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå îáëàñòåé çíà÷åíèé ýíåðãèè, ìîìåíòà è ïàðàìåòðà Êîêñà,
ïîñëåäíèé ñâÿçàí ñ ðàçìåðîì îáëàñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî
ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû.

Îïóñêàÿ òåõíè÷åñêèå äåòàëè, êàñàþùèåñÿ îáùåé ñòðóêòóðû îáîáùåííîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû Äàðâèíà�Êîêñà [1, 2], è âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàçäå-
ëåíèåì ïåðåìåííûõ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ïîäñòàíîâêè äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ =
= e−iEt/~Ylm(θ, φ)R(r), íà÷íåì ñ ÿâíîãî âèäà ïîëó÷àåìîãî â ðåçóëüòàòå ðàäèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (l = 0, 1, 2, . . . ) :
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R = 0, (1)

çäåñü âñå âåëè÷èíû áåçðàçìåðíûå (Γ � ïàðàìåòð Êîêñà):
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Â (1) èìååì óðàâíåíèå ñ ÷åòûðüìÿ ðåãóëÿðíûìè îñîáûìè òî÷êàìè:

{r1, r2, r3, r4} = {e+iπ/4 Γ,−e+iπ/4 Γ, e−iπ/4
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è äâóìÿ íåðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè (îãðàíè÷èìñÿ çíà÷åíèÿìè l = 1, 2, . . . ) : x = 0,
Rang = 3, x = ∞, Rang = 2. Îêîëî ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê ðåøåíèÿ èìåþò
ïðîñòîé âèä

r → +σ, R ∼ (r − σ)ρ, ρ = 0, 2, r → −σ, R ∼ (r + σ)ρ, ρ = 0, 2;

r → +iσ, R ∼ (r − iσ)ρ, ρ = 0, 2; r → −iσ, R ∼ (r + iσ)ρ, ρ = 0, 2. (2)

Ðåøåíèÿ Ôðîáåíèóñà óðàâíåíèÿ (1) ñòðîèì â âèäå R(r) = eAxxCeB/xeD/x
2
f(r). ×òî-

áû îïèñûâàòü ñâÿçàííûå √ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ äîëæíû âûáèðàòü ñëåäóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ (ïóñòü L = l(l + 1), ε < 0) :
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ñëåäèì çà ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû Γ. Êðàòêî
ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ äëÿ f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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f = 0.

Ñòðîèì åãî ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïðèõîäèì ê 8-÷ëåííûì ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèÿì. Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî ìåòîäó Ïóàíêàðå�Ïåððîíà, âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ðàäèóñû ñõîäèìîñòè: Rconv = +∞, |Γ|. Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå êðóãà ðàäè-
óñîì |Γ| ïîâåäåíèå ðåøåíèé âïîëíå ðåãóëÿðíîå (2), íàñ èíòåðåñóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
òîëüêî â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé x, òî ìîæíî ïîëàãàòü,
÷òî ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ âî âñåé îáëàñòè îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îñòàâàÿñü â ôèçè÷åñêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà ýíåðãèè � âåùåñòâåííûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê íóëþ (ε < 0,
ε > −5 ·10−6; ýòó îáëàñòü ëåãêî óñòàíîâèòü, àíàëèçèðóÿ ñëó÷àé îáû÷íîé ÷àñòèöû ïðè
Γ = 0), íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íûõ ðåøåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå

ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ íå èçâåñòíû. Ïîïûòêà âûäåëèòü ñðåäè òî÷íûõ ðåøåíèé Ôðîáå-
íèóñà íåêîòîðûå íóæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ââîäÿ ìàëûå äîáàâêè ê íåâîçìóùåííûì
óðîâíÿì ýíåðãèè ïðè Γ = 0 äàëà íåìíîãî: ìû óñòîé÷èâî ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ ëèáî áåç
íóëåé (òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îñíîâíîìó ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ) ëèáî
òîëüêî ñ îäíèì íóëåì.

Ìîæíî âûïîëíèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
âîçâðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (1) è èñêëþ÷èì â íåì ÷ëåí ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
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Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ R̄ ïðèìåò âèä
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ãäå ôóíêöèÿ P 2(x) � ýôôåêòèâíûé êâàäðàò èìïóëüñà. Åãî àñèìïòîòèêè îêîëî äâóõ
ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñëåäóþùèå:
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×èñëåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ êðèâîé P 2(x) äëÿ ôèçè÷åñêîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé
ýíåðãèè (ïðè ôèêñèðîâàíîì l) ïîêàçûâàåò, ÷òî â øèðîêîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà Êîêñà γ ∼ 10−8− 10−2 êðèâàÿ P 2(x) èìååò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ x2 > x1 > 0
ñ îñüþ x è îäèí ïîëîæèòåëüíûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì âíóòðè èíòåðâàëà [x1, x2].
Ýòî õàðàêòåðíî äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé è äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì ýíåðãèé. Ãëàâíûé âîïðîñ � êàêîå óñëîâèå ìîæåò îáåñïå÷èòü íóæíîå
ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ äëÿ ýíåðãèé.
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